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Obiectivul VI:

Studiul si implementarea de observere de stare in vederea utilizarii lor in
algoritmii de reglare a proceselor de epurare biologica a apelor reziduale
provenite din industria alimentara.

Activitatea VI.1:
Dezvoltarea de observere de stare cu validare in regim de simulare
numerica.

ESTIMAREA STARII S| PARAMETRILOR
PROCESULUI DE TRATARE A APELOR UZATE

1. INTRODUCERE

Necesitatea observerelor de stare pentru procese biotehnologice este impusa de absenta
unor biosenzori siguri si ieftini, capabili sa realizeze direct masuratori on-line ale variabilelor
biochimice si biologice, utilizate pentru implementarea unor metode avantajoase de
monitorizare gi conducere a proceselor biotehnologice (Caraman si Barbu, 2005). Achizitia
biomasei, a substratului, a produselor de metabolism, se face prin analiza de laborator,
aceasta metoda facand dificila conducerea bioreactoarelor (in sensul reglarii directe a
acestor marimi). Analiza de laborator necesita prelevarea unei probe din continutul
bioreactorului, ceea ce presupune un risc marit in contaminarea (infectarea) culturii. De
asemenea, metodele de laborator pentru determinarea numarului de microorganisme,
determinarea concentratiei substratului, precum si a concentratiilor produselor de metabolism
sunt destul de imprecise, generadnd astfel incertitudini in aprecierea evolutiei marimilor
mentionate. Aceste probleme sunt mult amplificate in cazul proceselor de tratare a apelor
uzate, in special datorita lipsei dotarii corespunzatoare si a unui personal suficient de calificat
pentru realizarea unor masuratori de calitate in laborator. In mod normal, in aceste conditii,
se poate conta pe una-doua analize de laborator in cursul unei saptamani.

O posibilitate de a ocoli multiplele neajunsuri legate de achizitia datelor, este estimarea
marimilor de interes din procesul de tratare a apelor uzate cu namol activ considerat.
Estimatorul de stare (numit in literatura de specialitate si “senzor software” sau “observer”)
nu este altceva decat un algoritm utilizat pentru determinarea unor marimi ale procesului,
care nu sunt masurabile in timp real, pe baza altor marimi accesibile din punct de vedere al
achizitiei lor. Procesele de tratare a apelor uzate, fiind procese neliniare, determina utilizarea
variantelor extinse ale estimatoarelor liniare, in care matricele sistemului sunt obtinute prin
liniarizare la fiecare pas de esantionare. Astfel, calculul matricei de castig are loc la fiecare
pas de esantionare. De asemenea, procesele de tratare a apelor uzate sunt puternic afectate
de incertitudini parametrice si de prezenta zgomotului de masura. in aceste conditii, in cadrul
grantului au fost investigate diverse metode de estimare a marimilor de interes din cadrul
proceselor de epurare a apelor uzate: observer determinist (Luenberger), observer stohastic
(filtrul Kalman), observere robuste (filtrul H_ extins si observerul in regim alunecator).

2. CHESTIUNI TEORETICE
2.1. Forma generala a observerului de stare

Fie un sistem neliniar in forma generala descris de ecuatiile urmatoare:
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X(t) = f (x(t),u(t)) (1)
y(t) =h(x(®),u()) (2)

unde x este vectorul de stare al sistemuluixeR", u este vectorul intrarilor sistemului
ueR"™, iar y este vectorul iegirilor sistemuluiy e R .

O clasa generala de observere de stare pentru sistemul neliniar descris de ecuatiile (1) si
(2) este urmatoarea:

X(t) = f (R(6),u(t)) + K (X(t),u(®))- (y(1) - 9(1)) 3)

Observerul de stare, descris de ecuatia (3), este o copie a modelului sistemului, descris
de ecuatia (1), la care se adauga o componenta proportionald cu eroarea de observare
(y(t)—y(t)). Eroarea de observare devine nuld in cazul estimarii perfecte, observerul fiind
identic, Tn acest caz, cu sistemul initial. Vectorul starilor estimate X contine toate starile,

inclusiv cele masurabile, utilizate pentru reconstructia celor nemasurabile. Problema
proiectarii unui observer de stare constd in alegerea potrivita a matricei de amplificare

K(X(t),u(t)).
Definitia erorii de observare este:
e(t) £ x(t) — X(t) 4)

Tinand cont de relatiile (1)-(4), dinamica erorii de observare este prezentata in continuare:
8(t) = x(t) - X(t) = f (R(t)+e(t),u(t))— f(R(t),u(t))— K(X(),u(t))- (h(>”<(t) +e(t),u(t))—h(X(), u(t)))
()

Se observa ca eroarea e=0 este un punct de echilibru al modelului (5). Fie aproximatia
liniara in jurul valorii e=0:

&(t) =[ A(X,u) — K(X,u)-C(X,u)]-e(t) (6)
unde:
A(X,U) =[af (X’”)} (7)
OX X=X
C(i,u):{m} 8)
X X=X

Proiectarea observerului de stare (3) consta in alegerea unei matrice de amplificare
K(x,u) astfel incat sistemul liniar sa aiba o comportare dorita. Practic se doreste impunerea

evolutiei erorii de estimare prin proiectarea matricei de amplificare K(X,u) .

2.2 Observabilitatea proceselor neliniare

Daca se pot aloca liber valorile proprii ale matricei sistemului liniar (6), atunci se poate
asigura o convergenta exponentiala a variabilelor de stare estimate catre valorile reale ale
sistemului. Tn acest caz sistemul (1) se numeste exponential observabil, iar observerul (3)
se numeste observer exponential. in continuare se prezintd o conditie necesara pentru
observabilitatea exponentiala a proceselor neliniare.

Proprietatea 1. (Selisteanu, 2001) O conditie necesara pentru ca procesul (1) sa fie
exponential observabil este ca matricea de observabilitate O sa aiba rangul n de-a lungul
traiectoriilor procesului:
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rang(O)=n 9)

unde:
C(x,u)
C(x,u)-A(x,u)
02| C(x,u)- A%(x,u) (10)
_C(x,u)-;A”’l(x,u)_

Si

A(x,u) = o g)((,u) (11)

C(x,u) :w (12)

Proprietatea 1 permite detectarea proceselor care nu sunt exponential observabile,
conditia (9) fiind o conditie doar necesara, nu si suficienta. De asemenea, conditia (9) este o
conditie necesara si suficientd pentru sistemul (1) liniarizat in jurul unui punct de echilibru x .
Daca modelul liniarizat tangential in jurul punctului de echilibru este exponential observabil,
atunci sistemul neliniar (1) este observabil intr-o vecinatate a acestui punct.

2.3 Studiul observabilitatii procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ

Fie procesul neliniar de tratare a apelor uzate cu namol activ (Nejjari s.a., 1999) descris
de ecuatiile (13)-(17).

X _ (£ X ()= D(t)(1+ 1) X (t) + ID(1) X, () (13)
‘jj_fz_@x(t)_o(t)(ur)s(tp D(1)sS, (14)
dgto __ KO”(:()X ) _ D(t)(L+r)DO(t) + &W (DO,,,, - DO(t)) + D(t) DO, (15)
d;if =D(t)L+r)X (t) - DE)(B+1)X, (t) (16)
1(0) =y —1___DOW) (17)

K, +S(t) Ky + DO(t)

unde: X(t) — biomasa (concentratia namolului activ in bazinul de aerare); S(t) — substratul;
DO(t) — concentratia de oxigen dizolvat; DO, — cantitatea maxima de DO(t); X(t) — biomasa
recirculata (concentratia namolului activ recirculat); D(f) — viteza de dilutie = debit/volumul
bazinului; Y — coeficient de productie; u — viteza specifica de crestere a microorganismelor;
Hmax — ratd maxima de crestere; ks — constanta de saturatie; Kpo — constanta de saturatie
pentru oxigen; « — rata a transferului de oxigen; K, — constanta de model; W — rata a fluxului
de aer; Sj, — concentratie a substratului in apa la intrare; DO;, — concentratie a oxigenului
dizolvat in apa la intrare; r — rata de namol recirculat; g — ratda de namol excedentar
(eliminat).
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n continuare sunt prezentate marimile de intrare si iesire ale procesului:
- marimi de intrare: rata de aerare W [m®h™] si rata de dilutie D [h™].

- marimi de iesire (marimi considerate masurabile): concentratia substratului organic din

efluent S [mg/l] si concentratia oxigenului dizolvat din bazinul aerat DO [mg/1].

Marimea de calitate este concentratia substratului organic din efluent. Scopul structurii de
control va fi obtinerea unui efluent avand concentratia substratului sub limita standard

impusa prin lege (sub 20 mg/l).

Pentru modelul descris de ecuatiile (13)-(17) se considera urmatorii parametri:
M =0.15 mg/l; K =100 mg/l; K, =2 mg/l; Y =0.65; K,=0.5; «=0.018; DO, =10 mg/l; 5=0.2.

In Figura 1 sunt prezentate rezultatele simularii privind dinamicile libere ale modelului dat

de ecuatile (13)-(17). Simularea a fost facuta considerdnd urmatoarele conditii initiale:

X (0) =200 mg/l, S(0) =90 mg/l, DO(0) =5 mg/l, X, (0) =320 mg/l . De asemenea,
considerat cd: D=0.1h", W =80 m®h, r=0.6, DO, =0.5 mg/I, S, =200 mg/I.
200 90
195 80
g 190 g
£ g 70
% 185 o
180 60
175 50
0 50 100 0 50 100
6 360
350
g 5.5 g
£ £ 340
8 s X
330
4.5 320
0 50 100 0 50 100
Timp [h]

Figura 1: Rezultatele simularii modelului in bucla deschisa

S-a

Pentru acest sistem se considera ca sunt masurabile substratul organic (S) si oxigenul
dizolvat (DO), dorindu-se estimarea intregului vector de stare. Matricele de stare si iesire ale

procesului liniarizat in jurul lui x = X sunt date de urmatoarele ecuatii:

fi—-D-(1+r) XK H XKoo r-D
S-(Ks+5) DO- (K, + DO)
_A LXK ~D-(1+r) L M XKy 0
A(R) = Y Y S-(Kg+$) DO- (Koo + DO)
Ko',[l _Ko;/&'>Z Ks _ Ko'/&'X'KDo —D-(1+r)—aW 0
Y Y-S-(Ks+59) DAO-(KDO—FDAO)
| D-(1+1) 0 0 ~D-(B+1)]
(18
o100 (19)
0010

141

)



Universitatea ,Dunarea de Jos” Galati — Obiectivul VI, Activitatea VI.1

unde:

S®  Dow

; (20)
Ke+S() K, +DOC(t)

;[l(t) = Himax

Matricea de observabilitate, prezentatda in cadrul proprietatii 1, are in acest caz

urmatoarea forma:
L

| L-AX)

L A%(x)

L-A%(x)

(21)

Din calculul determinantului asociat matricei de observabilitate, se poate trage concluzia
ca rangul matricei este maxim (n=4) daca este indeplinitd conditia:
w2 -S?-DO*-D-r

5 T (22)
Y (K, +S)?- (K, + DO)

de-a lungul traiectoriilor sistemului. Cum pentru procesul studiat g,,,S,DO,D,r au
intotdeauna valori strict pozitive, rezultda ca rang(O)=4 si conditia necesara de
observabilitate exponentiala este indepliniti (conform cu proprietatea 1). in aceste conditii se

poate trece la proiectarea observerelor exponentiale pentru procesul de epurare a apelor
uzate cu namol activ.
3. ESTIMATORUL KALMAN EXTINS

3.1. Prezentarea algoritmului de implementare a filtrului Kalman extins

Fie sistemul neliniar descris de urmatoarele ecuatii (Lewis, 1986):

%(t) = f (x(t),u(t)) + G,w(t) (23)
y(t) =h(x(t)) + G,v(t) (24)
2(t) = C,x(t) (25)

unde: xe R" este vectorul de stare, yeR" este vectorul marimilor masurate si zeR" este

vectorul semnalelor estimate; w(t) si v(f) sunt vectori ai zgomotelor de proces si, respectiv,
de masura. Zgomotul de proces si zgomotul de masura sunt presupuse ca fiind zgomote
albe, necorelate si cu distributie normala.

Pentru implementarea unui filtru Kalman extins al procesului neliniar se parcurg urmatorii
patru pasi:

Pas1: Se liniarizeaza procesul in jurul punctului de functionare x=X:

of (x u) of (x u) ah(x)

A(X) = (26)

B =—-—; C,(X)=—-~

Pas 2: Se calculeaza matricea de castig a estimatorului, utilizand rutina Matlab kalman:

[Sest, K, P] = kalman(Sis,Q,R)
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unde: Sest este estimatorul Kalman liniar obtinut in punctul respectiv de functionare, K este
matricea de castig a filtrului Kalman, P este eroarea de covarianta, Sis este sistemul obtinut
prin liniarizare, utilizdnd formula (26), si el se calculeaza astfel: Sis = SS(A,[B G4],C,,D), Q
reprezinta covarianta zgomotului de proces, iar R este covarianta zgomotului de masura.

Pas 3: Utilizdnd matricea de castig determinata la Pasul 2, se scriu ecuatiile
corespunzatoare filtrului Kalman extins:

X(t) = f (%(t),u()) + K[y(1) - h(X(t)] (27)

Pas 4: Se integreaza sistemul si filtrul Kalman extins, se obtin noile puncte de functionare si
se revine la Pasul 2.

Implementarea unui filtru Kalman extins pentru estimarea starii si a parametrilor unui
proces se face utilizadnd acelasi algoritm, cu utilizarea insa a vectorului de stare extins, prin
includerea starilor propriu-zise si a parametrilor ce se doreste a fi estimati (Barbu, 2006).

3.2. Implementarea filtrului Kalman extins pentru procesul de tratare a apelor uzate

Pentru implementarea filtrului Kalman extins pentru estimarea starii se considera
masurabile substratul organic si oxigenul dizolvat, dorindu-se estimarea intregului vector de
stare al procesului. Sistemul (13)-(17) a fost liniarizat, rezultdnd urmatoarele valori pentru
matricele sistemului liniar:

8, &, &3 &,
A: aZl a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a, a9, a,; ayu
unde
X-K
S
X -Kpo H
—u- ,a,=rD,a,=-=,
™ =4 D0 (Kyy + DO) " 277y
3222—&—D‘(1+r), A, =— 4 X Koo , 8, =0,
Y-S (Ks+9) Y -DO- (K, + DO)
a __Kou a _ Kyu- XKy
31 v Y32 T ’
Y Y-S (K +5)
8, =— Ky - X -Kpo -D-(1+r)-a-W, a, =0, a,=D-(1+r),

Y -DO-(Ky, +DO)
a,=0,2a,=0,a,=-D-(8+r)

X -(@4r)+r-X, 0 1111
| =S @+n+s, 0 et 11
| -DO-(+r)+DO, «-(DO,,-DO)|” * 1111
X-@+1)=X, -(B+T) 0 1111
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Concentratie biomasa [mg/I]

Concentratie substrat [mg/1]
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Figura 2: Estimarea starii utilizand filtrul Kalman extins
(linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)

Implementarea filtrului Kalman extins pentru procesului de tratare a apelor uzate cu namol
activ se face utilizdnd programele Princ101.m si Ord101.m, prezentate in anexa CD.
Rezultatele obtinute utilizand filtrul Kalman extins sunt prezentate in Figura 2. Din figura se
observa o buna convergenta a estimatorului implementat, chiar in conditiile prezentei atat a
zgomotului de proces cét si a zgomotului de masura.

4. ESTIMATORUL LUENBERGER EXTINS

4.1 Prezentarea algoritmului de implementare a observerului Luenberger extins

Fie sistemul neliniar descris de urmatoarele ecuatii:

(1) = f(x(t),u(®) (28)
y(t) =h(x(1)) (29)
2(t) =Cyx(1) (30)

unde: xe R" este vectorul de stare, yeR"™ este vectorul marimilor masurate si zeR" este
vectorul semnalelor estimate. Pentru implementarea unui observer Luenberger extins al

procesului neliniar se parcurg urmatorii 4 pasi:
Pas1: Se liniarizeaza procesul in jurul punctului de functionare x=X, obtinandu-se
matricele:
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o (Ru)

)’i ’

of (X,u) .
ou

h(X)

A(X) = B(X) = C,() ==~ (31)

Pas 2: Se calculeaza matricea de castig a estimatorului, utilizadnd rutina Matlab place:
K = place(A",C,",P) (32)

unde: K este matricea de castig a observerului Luenberger, A si C, matricele sistemului
liniarizat calculate la Pasul 1, iar P este vectorul valorilor proprii alocate estimatorului. Se
face precizarea ca rutina Matlab place este utilizatd de obicei pentru calculul reactiei dupa
stare a unui sistem. Prin apelarea ei intr-o forma modificata, asa cum este prezentata mai
sus, ea poate fi utilizata si pentru calculul matricei de castig a observerului Luenberger.

Pas 3: Utilizdnd matricea de castig determinatd la Pasul 2, se scriu ecuatiile
corespunzatoare observerului Luenberger extins:

X(t) = f (%(t),u()) + K[y(1) - h(X(t)] (33)

Pas 4: Se integreaza sistemul si observerul Luenberger extins, se obtin noile puncte de
functionare si se revine la Pasul 2.

Implementarea unui estimator de stare si parametri bazat pe observer Luenberger extins,
pentru un proces neliniar, se poate face in doua moduri: fie prin extinderea vectorului de
stare cu parametrii ce se doreste a fi estimati, fie prin proiectarea a doua estimatoare, unul
pentru stare si unul pentru parametri.

4.2 Implementarea observerului Luenberger extins pentru procesul de tratare a apelor
uzate

Pentru implementarea observerului Luenberger extins pentru estimarea starii se utilizeaza
aceleasi matrice ale sistemului liniarizat, ca si in cazul filtrului Kalman extins. Singurele
diferente constau in faptul cad acum se poate considera masurabil doar oxigenul dizolvat, iar
vectorul valorilor proprii, prin care se impune dinamica anularii erorii de estimare, are
urmatoarea valoare:

P=[-05 -05 -02 -0.2]';C=[0 0 0 1]

Implementarea observerului Luenberger extins pentru procesul de tratare a apelor uzate
cu namol activ se face utilizdnd programele Princ102.m si Ord102.m, prezentate in
continuare in anexa CD. Rezultatele obtinute, utilizdnd observerul Luenberger extins, sunt
prezentate in Figura 3, din figurd observandu-se o buna convergenta a estimatorului
implementat.

Concluzii privind estimatoarele Luenberger extins si Kalman extins

Din studiul estimatoarelor propuse, observer Luenberger extins si filtrul Kalman extins, pot
fi trase urmatoarele concluzii:

1. In lucrare au fost propusi algoritmi de implementare a filtrului Kalman extins si a
observerului Luenberger extins utilizand rutinele Matlab. Cele doua metode de estimare
prezentate ofera bune rezultate in privinta convergentei marimilor estimate catre valorile
reale. In cazul sistemelor de ordin superior, ele au dezavantajul dificultatii de
implementare. Acest dezavantaj poate fi inlaturat prin utilizarea rutinelor Matlab kalman

145



Universitatea ,Dunarea de Jos” Galati — Obiectivul VI, Activitatea VI.1

si place.
2. Filtrul Kalman extins ofera foarte bune rezultate in prezenta zgomotelor de proces si de

masura, in timp ce observerul Luenberger extins are o sensibilitate mare la prezenta
zgomotului de masura.
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Figura 3: Estimarea starii utilizdnd observerul Luenberger extins
(linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)

5. ESTIMAREA STARII PROCESULUI DE TRATARE
A APELOR UZATE FOLOSIND ESTIMATOR H

5.1 Definirea normei H

Definitia 1: Pentru un semnal v(t) definit pentru t>0, norma L, a semnalului este radacina
patrata a integralei lui v(t)*:

I, (] veret) 4)

. o . ” 2 . o . w
O interpretare fizicd a normei L, este aceea ca |v|, este proportionald cu energia totala
asociata cu semnalul v(t) . Conform cu definitia transformatei Laplace avem:

V(s) = v(e dt (35)

Analog cu (34), putem defini norma L, a semnalului transformat in Laplace V(s) pe axa
imaginara:
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M, (] Vo) do) )

Conform teoremei lui Parseval, normele L, ih domeniul timp si Tn domeniul frecventa sunt
egale (Toivonen, 1998):

M. =V (37)

Norma L, este un caz special al normei L, ce este definita astfel:

M, £( ol o) p=1 @)

Se pot defini normele L, si in domeniul Laplace, analog cu (26), dar nu exista nici o
relatie corespunzatoare teoremei lui Parseval pentru p=2. Daca p—o, norma L, tinde

catre asa numita norma oo, sau norma L_, ce poate fi definita astfel:
I, = max|ucy) (39)

presupunand ca existd un maxim. Dar, in general, nu poate fi garantatd existenta unui
maxim in (39), deci corect este definirea normei L, ca supremum al valorii absolute (Green

si Limebeer, 1995):
V.. =suplve®) (40)

Similar se poate defini norma L, in domeniul Laplace:
V1, =suplVv (jo) (41)

Fie un sistem liniar monovariabil cu functia de transfer G(s). Norma H_ a acestui sistem
este definita ca:

IG||, £ sup|G(je)| (42)

Pornind de la definitia |G(jw)|, ca fiind factorul cu care este amplificat de catre sistem un
semnal sinusoidal de intrare de frecventa «, se poate obtine o interpretare fizica a normei
H_ a unui sistem. Astfel norma H_ este o masura a celui mai mare factor cu care orice
semnal sinusoidal de intrare este amplificat de catre sistem. Fie un semnal v(t) cu
transformata Laplace V(s), astfel incat norma L, data de (34) sau (36) sa fie marginita. in
aceste conditii iesirea sistemului Y (s)=G(s)-V(s) are norma L,, data de (36), marginita de
|G| -|V|l, (Toivonen, 1998):

-V, <[G]. -IVI, (43)

Aceasta implica:

IG|| >M, pentru YV =0 (44)

in aceste conditii norma H_ poate fi caracterizata astfel:
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G|, =sup{m,v . o} 45)
(4

Deci, norma H_ da factorul maxim prin care sistemul amplificad norma L, a oricarei intrari,
sau altfel spus este maximul transferului energetic de la intrare la iesire. In aceste conditii
|G| este numit si castigul sistemului. Fie un sistem multivariabil, avand matricea de transfer

de ordinul pxm. Norma H_ a matricei de transfer G(s) este definita astfel:

|G, = sup[G(jw) (46)
unde |[G(jw)| este castigul maxim al lui G la frecventa o si este dat de formula urmétoare:

G(jw)||= max w,v;&O,VGCm 47
IG(ja)]|=m: (47)

M

unde |v| este norma euclidiana a unui vector complex v=[v,,....,v,] e C":
= bl - +len) “®)

Se poate demonstra c& norma matriceald |G(jw)|| este egald cu valoarea singulara
maxima E(G(ja))) a matricei G(jw) (Zhou si Doyle, 1998). in aceste conditii norma H, a
unui sistem multivariabil poate fi exprimata astfel:

[G]. =sup& (G(je)) (49)

5.2 Filtrul H_ liniar

Fie un sistem dinamic descris de ecuatiile:
X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + D, (t)w(t) (50)

y(t) = CO)x(t) + D, ()v(t) (51)

unde xeR",ueR", yeR", iar w(t)si v(t) reprezintd vectorii zgomotului de proces si de
masura. Zgomotul se considera a fi alb, necorelat, de medie zero si covariantda Q si,
respectiv, R. Problema filtrarii consta a gasi o estimatie X(t) a lui x(t), utilizand masuratorile
lui y pana la momentul t. Astfel se impune ca filtrul s& minimizeze functia cost (Nagpal si
Khargonekar, 1991):

J u 2 T ' 0
0#(Xy,W)eR"xL, W”2 + X0 SXO

unde S este o masura a relativei importante a incertitudinilor datorate necunoasterii starii
initiale in raport cu incertitudinile cauzate de proces si de zgomotul de masura. O valoare
mica aleasa pentru S reflecta o incertitudine mai mare privind conditiile initiale.

Definitia 2: Sistemul descris de ecuatiile (50) si (51) este detectabil daca exista o functie
marginita K(t), astfel incat sistemul x(t) = (A(t) - K(t)C(t))x(t) este exponential stabil. Sau
se mai poate spune ca (C, A) este detectabila.

Presupunand ca (C, A) este detectabila, atunci poate fi formulata urmatoarea teorema:
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Teorema 1: (Nagpal si Khargonekar, 1991) Fie un sistem avand conditia initiala
necunoscuta si un orizont de timp finit T <.

1) Exista un filtru astfel incat J <y*, >0, daca si numai daca existd o matrice simetrica
P(t) >0, pentru t€[0,T], care este continua si satisface ecuatia:

1
— 1

P(t) = A(t)P(t) + P(t) A" (t) + P(t)[ -CT (t)RlC(t)] P(t) + D,QD/ (53)

unde | este matricea unitate, iar P(0)=S".

2) Mai mult, daca (53) este satisfacuta, un filtru care respecta conditia J <y° este dat de
ecuatiile:

K(t) = A)R() + B()u(t) + K(®)(y(t) - Ct)X(t)) (54)
K(t) = P(t)CT ()R (55)

Se observa ca filtrul H_ are o structura similara cu a filtrului Kalman. Daca y — o, atunci

ecuatia (53) devine ecuatia diferentiala matriceala Riccati, iar filtrul (54)-(55) devine filtrul
Kalman. Se face de asemenea observatia ca pentru estimare se poate selecta partial
vectorul starilor:

z(t) = C,()x() (56)

filtrul pastrandu-si aceleasi proprietati.

5.3 Filtrul H_ extins

Fie sistemul neliniar in forma generala:
X(t)=f (x(t),u(t)) + D, (t)w(t) (57)
y(t) =h(x(t),u(t)) + D, ()v() (58)

unde xeR",ueR™, yeR".

Filtrul H_ extins este descris de ecuatia urmatoare:

(1) = f(X(t)u(t))+ K (X(@),u(t))-(h(x(),u(t))—h(X(t),u(t))) (59)
unde matricea de amplificare a filtrului este data de ecuatia:
K({t)=P{t)C"(t)R™ (60)

Matricea simetrica P(t) se obtine prin rezolvarea la fiecare moment de timp a ecuatiei
Riccati modificata:

1
— 1

P(t) = A(t)P(t) + P(t) AT (t) + P(t)[ -CT (t)R1C(t)] P(t) + D,QD/ (61)
4

unde:  A(t) :w, C(t)= 8h(>?(2(,u(t)) .

O dezvoltare a lui f(,,-) injurul lui X(t) conduce la:

f(x@),u(t))— f(X(),u(t))=At)(x(t) - X))+ @(x(), X(t),u(t)) (62)
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unde ¢(x(t),X(t),u(t)) reprezinta termenii de ordin superior din dezvoltare.

Lema 1: (Konrad s.a., 1999) Fie vectorii reali x,XeR" si ueR™, matricea simetrica I1 de
dimensiune nxn si functia ¢(-,-,-) ce respecté conditia:

Jo(x,%0)] < x5 (63)
pentru un k€ R". Daca se alege y € R" care sa respecte conditia: K<£, atunci exista un
e
0 >0 astfel incat:
2(x-%) Tp(x, % u)<(x-%)' [izu +(Q—§)HHJ(X—>2) (64)
e

Utilizadnd lema 1, poate fi enuntatd teorema de convergenta exponentiala a filtrului H_
extins.

Teorema 2: (Konrad s.a., 1999) Fie sistemul neliniar descris de ecuatiile (57) si (58) si un
observer dat de ecuatiile (59)-(61). Fie y >0 si o matrice pozitiv definitd R, astfel incat sa fie

respectate urmatoarele conditii:

1) Pentru orice solutie X(t) a ecuatiei observerului (59), solutia P(t) a ecuatiei diferentiale
Riccati modificata (61) este marginita:

pl <P(t) < Pl (65)
cu p.>0.
2) Termenii neliniari o(x(t), X(t),u(t)) din relatia (62) sunt marginiti:
o (x@), %(),u(®))] < x]x(t) - (V)| (66)
JQ

CUx<——.
v

In aceste conditii filtrul considerat este un observer exponential. Mai mult, ecuatia erorii de
estimare este global exponential stabila la zero. Pentru demonstratie se considera mai intai
ecuatia erorii de estimare:

e(t) = x(t) - X(t) (67)
Ecuatia diferentiala ce descrie dinamica erorii de estimare este:

é(t) = (A(t) — K(t)C(t))e(t) + o(x(t), X(t),u(t)) (68)
Pentru a demonstra stabilitatea exponentiala a erorii se considera functia Lyapunov:

V (e(t),t) =e(t) TI(t)e(t) (69)

unde TI(t)=P7*(t). Conform cu presupunerea 1, avem urmatoarele limite pentru functia
Lyapunov:

%”e(t)"z <V (e(t)t) < %”e(t)”z (70)

ceea ce implica faptul ca functia Lyapunov considerata este pozitiv definitd. Derivata in
raport cu timpul a functiei Lyapunov este:
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V (e(t),t) =e(t) TI(t)e(t) + e(t)" TI(t)e(t) +e(t) TI(t)(t) (71)
Introducand ecuatia erorii (68) in (71), se obtine ca:
V (e(t),t)=e(t) TI(t)e(t) + (A(t) — K(t)C(t))e(t) + p(x(t), X(t), u(t))T I1(t)e(t)
+e(t) TI(t) (A(t) — K(t)C(t))e(t) + o(x(t), X(t),u(t))
Tinand cont de (60), ecuatia (72) devine:

V (e(t),t)=e(t)’ (ﬁ(t) +TI(t)A(t) + A(t) TI(t) - 2CT ()R *C (t))e(t) +2e(t)" @(X(t), X(t),u(t))(73)

(72)

Cum e(t) = x(t) — X(t), aplicand Lema 1, obtinem ca:

V (e(t),t) <e(t) (TT(t) + TI()At) + At) TI(t) - 2CT (YR'C(1) Je(t)

ce(t) [(Q ~NONO + | je(t) o
sau rearanjand termenii:
\Y; (e(t),t)<e(t) (fl(t) +TI(t)A(t) + A(t) TI(t) —CT (t)R'C(t) + % | + QH(t)H(t)]e(t) 75)
+e(t)" (-CT (R*C(t) - ATMII(Y) e(t)
Dar TI(t) = P(t) , ceea ce implicé:
T1(t) = ~TI(t) P(IL(L) (76)
sau daca se fac calculele:
I1(t) = —[H(t)A(t) + A TI(t)-CT (1)R'C(t) + 712 | + QH(t)H(t)j (77)
Introducand (77) in (75) rezulté cé:
V (e),t)<e(®)" (~-CT (R'C(t) - ATMII(Y) e(t) (78)
Tinand cont de limitele impuse in (65) se obtine inegalitatea:
V (e(t) ) < —%"e(t)"z (79)

ceea ce implica faptul ca derivata functiei Lyapunov este negativ definita. Din relatiile (70) si
(79) se poate trage concluzia ca ecuatia diferentiala (68) are un punct de echilibru global
exponential stabil la zero (Vidyasagar, 1993). Aceasta include si faptul ca observerul
considerat este un observer exponential.

5.4 Estimarea starii procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ

Fie procesul de tratare a apelor uzate cu namol activ descris de ecuatiile (13)-(17). Pentru
acest sistem neliniar se considera ca sunt masurabile substratul organic (S) si oxigenul
dizolvat (DO), dorindu-se estimarea intregului vector de stare. Pentru proiectarea filtrului H_

extins matricele A si C sunt cele prezentate in cadrul paragrafului 3.2. De asemenea, se
considera ca P este o matrice simetrica de ordinul 4, D, este egala cu matricea unitate

(D,=1,), iar y=1. in aceste conditii, rezultatele simularii sunt prezentate in Figura 4. Din
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figura se observa o buna comportare a filtrului H,_ extins, in conditile prezentei atat a

zgomotului de proces, cat si a zgomotului de masura.
Programele de simulare (Model103.m si Func103.m) se gasesc in anexa CD.
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Figura 4: Estimarea starii procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ
(linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)

6. ESTIMAREA STARII S| PARAMETRILOR PROCESULUI DE TRATARE
A APELOR UZATE

6.1 Estimator de stare si parametri pentru procese neliniare

Fie sistemul neliniar descris de ecuatiile:
% (1) = f,(x,(1),0(0),u(®)) + Dy (H)w(t) (80)
y(®) =h(x (), u(t)) + D, (t)v(t) (81)

unde x,(t) este vectorul starilor sistemului, iar 6(t) este vectorul parametrilor procesului ce

se doresc a fi estimati. Acesti parametri pot fi modelati ca integratoare ce sunt conduse de

zgomot alb, si adadugate la starile sistemului (Katebi, 2001). In acest caz, noul vector de stare
poate fi scris astfel:

x®) =[xt o] (82)

iar functia sistemului neliniar este:

f,(x,(t),0(t),u(t)) 0

fL(x@).u(t))= 0 0

(83)

Noului sistem neliniar obtinut i se va aplica procedura de proiectare a unui estimator de
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stare extins (Barbu, 2006), in care:

[ of, (x,0,u)  of,(x,6,u)

A(X,u) = 0%, 00

0 0

cu)=| NOwY) 0}
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(84)

(85)

Figura 5: Estimarea starii si parametrilor procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ
(linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)

6.2 Estimarea starii si parametrilor procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ

In cazul procesului neliniar de tratare a apelor uzate cu ndmol activ parametrii cei mai
importanti, care vor fi estimati in cadrul acestui grant, sunt: viteza specificd de crestere a
microorganismelor u(t) si rata transferului de oxigen « . In aceste conditii, vectorul de stare

devine: x=[X S DO X, wu a]. Metoda de estimare utilizata este filtrul Kalman extins.

Matricele de transfer necesare proiectarii filtrului Kalman extins pentru estimarea starii si
parametrii procesului neliniar de tratare a apelor uzate cu namol activ devin:
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i-D-(L+1) 0 0 r-D X 0 |
£ —D-(L+1) 0 0 _X 0
Y Y
A(X) = —K(;'“ 0 -D-(1+r)-a-W 0 —KOY'X W-(Domax—DAoj
D-(1+7) 0 0 —D-(B+r) 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |
(86)
1
c[o10000 &7
001000

De asemenea, se considera ca P este o matrice simetrica de ordinul 6, D, este egala cu
matricea unitate (D, =1, ), iar y =1.

In aceste conditii, in Figura 5 sunt prezentate rezultatele simularii. Din figura se observa o
buna comportare a filtrului Kalman extins, atat in ceea ce priveste estimarea starilor, cat si a
parametrilor procesului. De asemenea, din figura se observa ca in cadrul simularii s-a
considerat situatia in care parametrii isi schimba valoarea in timpul functionarii procesului,
algoritmul de estimare propus reusind sa urmareasca aceste modificari ale parametrilor.

Programele de simulare (Model104.m si Func104.m) se gasesc in anexa CD.

7. ESTIMAREA STARII PROCESULUI DE TRATARE A APELOR UZATE FOLOSIND
OBSERVER IN REGIM ALUNECATOR (SLIDING-MODE)

7.1 Aspecte teoretice ale controlului in regim alunecator

Conducerea sistemelor cu structura variabila consta in aplicarea unor comenzi de ,inalta
frecventa”, sistemul in circuit inchis obtinut functionand in regim alunecator. Scopul legii de
conducere este de a dirija traiectoriile de stare ale sistemului condus catre o ,suprafatad”
prespecificata si de a mentine pe aceasta traiectorile de stare. Aceastd suprafata se
numeste ,suprafatd de comutatie”. Daca in mod ideal traiectoriile de stare odata ajunse pe
suprafatd nu o mai parasesc si aluneca de-a lungul ei, aceastd suprafatd se numeste
,suprafata de alunecare”. Dinamicile sistemului restrictionate la aceasta suprafata reprezinta
de fapt comportarea sistemului condus.

Proiectarea legii de conducere in regim alunecator se face in doua etape (Selisteanu,
2001): in prima etapa se proiecteaza suprafata de comutatie, astfel incat dinamica sistemului
pe suprafatd sa aiba comportarea dorita (stabilitate, urmarire etc.), iar in cea de a doua
etapa se proiecteaza o comanda care conduce sistemul spre suprafata de comutatie si Tl
mentine pe aceasta suprafata.

Fie in continuare clasa de sisteme neliniare descrise de ecuatia:

X(t) = f(xt)+g(x,t)u(x,t) (88)

unde x(t) este vectorul de stare n-dimensional, u este comanda m -dimensionala si functiile
f si g sunt presupuse continue cu derivatele in raport cu x continue si marginite.

Sistemului (88) i se asociaza o suprafata de comutatie n—m dimensionala:

S={(x)eR"xR/c(x,t)=0} (89)
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unde:
o(x)=[o,(xt) o, (xt) .. g,(xD] =0 (90)

Daca functile o,,i=1.....m nu depind de timp, atunci suprafata n—m dimensionala este
determinata in spatiul starilor R" ca intersectia celor m suprafete o,(x,t)=0. Suprafetele
sunt proiectate astfel incat traiectorile de stare restrictionate la o(x,t)=0 sa aiba o

comportare dorita.
Dupa alegerea suprafetei de comutatie, regulatorul este proiectat de forma:

u’ (x,t), pentru o; (x,t) >0
0 (1) = | oD, pentru () > 1)
u; (x,t), pentru o, (x,t) <0
unde u; (x,t) este o] componenta a vectorului comenzilor

u(x,t)=[u,(x,t) u(xt) ... um(x,t)]T.

Comanda u(x,t) nu este definitd pe suprafata de comutatie, iar in afara acesteia valorile

u”, u; sunt alese astfel incat vectorii tangentelor la traiectoriile de stare sa fie indreptati spre

suprafata de comutatie, astfel incat starile sistemului sa fie conduse si mentinute pe aceasta
suprafata.

Regimuri alunecatoare

Comanda u(x,t) este proiectata astfel incéat traiectoriile de stare sa fie atrase de suprafata

de comutatie si sa raméana pe aceasta. Prin urmare se poate considera ca traiectoriile de
stare ,aluneca” pe suprafata si ca sistemul este in regim alunecator. Daca exista un regim
alunecator atunci S se numeste suprafata alunecatoare.

Un regim alunecator ideal exista atunci cand traiectoriile de stare ale sistemului condus
satisfac conditia o(x,t)=0 pentru Vt>t, unde t, reprezinta momentul de timp la care
traiectoriile de stare intersecteaza pentru prima data suprafata de alunecare. Teoretic, acest
regim ideal necesitd o comutare cu o frecventd infinitd. in cazurile reale, din cauza
intarzierilor, histerezisurilor etc., comutarea se realizeaza cu o frecventa finita. In aceste
conditii starea oscileaza intr-o vecinatate a suprafetei de comutatie, oscilatile obtinute
purtdnd denumirea de chaterring.

In Figura 6 sunt ilustrate fenomenele de alunecare si chattering pentru un regim
alunecator obtinut in cazul unei probleme de urmarire x=Xx". Plecand de la orice conditie
initiala, traiectoriile de stare ating suprafata intr-un timp finit si apoi ,aluneca” de-a lungul
suprafetei spre x".

chattering

- X (t)

(Xo:1)

Figura 6: fenomenele de alunecare si chattering pentru un regim alunecator
obtinut in cazul unei probleme de urmarire x=Xx"
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Conditii de existenta a regimurilor alunecatoare

Existenta regimului alunecator necesita stabilitatea traiectoriilor de stare pe suprafata de
comutatie o(x,t) =0. Aceasta stabilitate presupune ca dupa un timp finit t,, starea sistemului

x(t) s& fie intr-o vecinatate a suprafetei S {x(t)/||o-(x,t)||<g}, pentru £>0. Din punct de

vedere al reprezentarii geometrice a miscarii, sunt de interes traiectoriile din vecinatatea
intersectiei suprafetelor de discontinuitate o,, astfel incat la o mica deviatie de la aceasta
intersectie, vectorul de stare sa revina la intersectie.

Definitia 3: (Utkin, 1978) In spatiul n-dimensional al sistemului (88), un domeniu T', n—m
dimensional, care apartine intersectiei suprafetelor discontinue definite in (89)-(90), se
numeste domeniu de regim alunecéator daca pentru Ve>0, 36>0 astfel incat oricare
traiectorie initiata intr-o vecinatate - 6 n-dimensionala a lui I' poate parasi vecinatatea - ¢
n-dimensionala a lui I' doar prin vecinatatea - ¢ n-dimensionala a marginilor lui I".

Definitia 3 izoleaza de fapt un domeniu general variabil in timp al coordonatelor sistemului
astfel incat pentru proiectia intregii migcari in subspatiul m dimensional o, ..., o,, originea
este un punct de echilibru stabil ,in mic” [Sel01]. Datorita faptului ca stabilitatea regimului
alunecator poate fi ,transcrisd” in termenii clasici ai stabilitatii sistemelor neliniare poate fi
formulata o teorema de stabilitate de tip Lyapunov pentru determinarea domeniului de regim
alunecator.

Teorema 3: (Utkin, 1978) Pentru ca domeniul n—m dimensional " sa fie un domeniu de
regim alunecator este suficient ca intr-un domeniu oarecare n dimensional Q>T" sa existe
o functie V(t,x,o), continuu diferentiabila in raport cu toate argumentele sale si care
satisface conditiile:

1) V(t,x,0) este pozitiv definita in raport cu o, adica pentru t si x arbitrare, V(t,x,0)>0
atunci cand o =0 si V(t,x0)=0; pe sfera |o|<p>0, pentru toti xeQ si Vvt relatiile
urmatoare sunt satisfacute:

inf V(t,x,o)=h,,h, >0

lel=,

supV(t,x,o-)sz,Hp>0

lof=p
unde h, si H, depind doarde p cu h =0 atuncicand p=0.
2) Derivata in raport cu timpul a functiei V (t,x,0) de-a lungul traiectoriilor sistemului (88) are

supremum negativ pentru toti xeQ exceptédnd pe cei de pe suprafata de comutare unde
comanda nu este definita si unde derivata functiei V (t,x,o) nu exista.

Structuri de conducere in regim alunecator

In cea de-a doua etapa a proiectarii unui sistem de conducere in regim alunecator, pentru
determinarea legii de comanda astfel incat traiectorile de stare sa fie conduse spre
suprafata de alunecare si sa ramana acolo, este de regula utilizata o abordare de tip
Lyapunov. Pentru sistemul neliniar descris de ecuatia (88) se poate utiliza o functie
Lyapunov patratica de forma:

V(t,x,0)=0c" (x1)-P-o(x,1) (92)
unde P este o matrice simetrica pozitiv definita.

Teorema 4: (Utkin, 1978) O conditie suficienta pentru ca suprafata de comutatie (89) sa fie
global atractiva este ca legea de comanda u(x,t) sa fie aleasa astfel incat derivata in raport

cu timpul a functiei Lyapunov V <0, adica V (t,x,o) sa fie negativ definita.
Pornind de la Teorema 4, se pot preciza cateva structuri de conducere in regim
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alunecator: lege de comanda de tip releu cu amplificare constanta, lege de comanda de tip
releu cu amplificare dependenta de stare, lege de conducere cu reactie liniara continua dupa
stare etc.

Metoda conducerii echivalente

Fie sistemul neliniar (88) rescris sub forma generala:
X(t) = f (x,t)+g(xtu(x,t) = f(xt,u) (93)
si presupunem ca exista un regim alunecator pe o suprafata de tip (90):
o(x)=[o,(xt) o, (xt) .. g,(xD] =0 (94)

Se poate atunci defini o comanda continua, astfel incat pentru cazul unei pozitii initiale a
vectorului de stare pe aceasta suprafata, derivata in raport cu timpul a lui o(x) de-a lungul

traiectoriilor de stare ale sistemului (93) este nula:
6=Vo-f(xtu)=0 (95)

unde Vo este gradientul functiei o, adica o matrice mxn dimensionala care are drept linii
gradientii functiilor o;,i=1,....,m.

Se presupune ca exista o solutie a ecuatiei (95) in raport cu comanda. Aceasta solutie,
denumitd comanda echivalenta u_,(x,t), se utilizeaza in locul comenzii u Tn (93)

(Seligteanu, 2001):
X(t) = f (X1, U, (X1)) (96)

Se observa ca o miscare initiata in a(x(to))=0, datorita conditiei (95), va determina
ramanerea pe traiectoriile din o(x)=0.

Aceasta procedura de determinare a comenzii de numeste metoda de conducere
echivalenta, iar ecuatia (96) obtinuta ca urmare a aplicarii acestei metode poate fi privita ca
o ecuatie de regim alunecator care descrie miscarea in intersectia suprafetelor discontinue
o,(x)=0. Metoda conducerii echivalente implica inlocuirea comenzii discontinue de tip (91)
cu o comanda echivalenta, care directioneaza tangentele vectorului de stare spre intersectia
suprafetelor de discontinuitate.

Daca sistemul neliniar de forma (88) este liniar in raport cu comanda, comanda
echivalenta generala descrisa de (95) poate fi rescrisa:

c=Vo-f(x,t)+Vo-g(xt)-u=0 (97)
Daca se presupune ca matricea mxm dimensionala Vo -g(x,t) este nesingulara pentru

toti x si t, se poate calcula din (95) comanda echivalenta:
U (6 1) = [V - g(x,)] Vo f(x,1) (98)

Prin inlocuirea acestei comenzi in (88) se obtine dinamica echivalenta a sistemului pe
suprafata de alunecare:

x(t)=f(xt)-g(x,t)[Vo- g(x,t)]&Va- f (x,t) (99)

Observatie: Poate fi formulata o interpretare fizica a acestei comenzi echivalente (Utkin,
1978). O comanda alunecatoare reala include o componenta lenta la care se adauga o
componenta rapida. Comportarea procesului condus privit ca obiect dinamic este
determinata de componenta lenta, raspunsul procesului la componenta rapida fiind neglijabil.
Metoda conducerii echivalente cere inlocuirea comenzii reale cu o functie continua u,, care
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nu contine componente rapide. Comanda echivalenta se obtine prin utilizarea unui filtru trece
jos, a carui constanta de timp este suficient de mica pentru a permite trecerea componentei
lente (care este de fapt comanda echivalentd), dar suficient de mare pentru a elimina
componenta de inalta frecventa.

7.2 Estimator neliniar de stare in regim alunecator

Fie sistemul neliniar descris de ecuatiile:
x = f(x)+B(X)u (100)
y =h(x) (101)
unde xeR",ueR", yeR".

Observer in regim alunecator pentru sisteme neliniare fara intrari

Se considera mai intai cazul unui sistem fara intrari (B(x)=0) si cu o singura iesire
( p=1). Pentru acest sistem se introduc urmatoarele notatii:

H (x) = [0, (%), 1, (%), ..., b, 0T (102)
unde:
hy (X) = h(x) (103)
(9 = M) ¢ (104)
19)4
cui=2,...,n.

Se observa ca h

i+1

traiectoriilor sistemului:

h (x) = L*h(x) (105)

(x) este derivata Lie de ordinul i a functiei h(x) de-a lungul

Se fac urmatoarele presupuneri asupra functiilor f(x) si h(x):
1) Functiile f(x) si h(x) sunt continue, derivatele partiale introduse anterior exista si sunt
continue;
2) Pentru un domeniu dat X, cR" al conditiilor initiale ale sistemului (100), ce se presupune

a fi marginit, toate solutiile sistemului (100) apartin domeniului X < R", pentru toti 0<t<o.
Se considera ca Jacobianul lui H(x) este nesingular in X :

ot oH (x)

>0 106
x (1086)

:

pentru un 6 >0 siorice xe X .

Pentru sistemul neliniar descris de ecuatiile (100) si (101), se poate construi urmatorul
observer in regim alunecator (Drakunov, 1992):

X(t) = (%)((X)) M (R)sgn(V (t) - H (%)) (107)
unde:
V(©) =[v 1),V @), ... v, O (108)
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vi(t) = y(t) (109)

Vi(t) = (M (R)sgn (v, () = h 4 (X)), 1 =201 (110)
si M este o matrice diagonald nxn dimensionala avand elementele pozitive:

M (X) = diag (m,(X),....,m, (X)) (111)

Teorema 5: (Drakunov si Ozguner, 1992) Considerand presupunerile 1 si 2 satisfacute
atunci pentru orice t, >0 existd o matrice diagonald M (X) astfel incat observerul sa fie
convergent pentru t >t,.

Din limitarea conditiilor initiale la regiunea X, rezulta ca toate solutiile x(t) ce pornesc din
X, sunt uniform marginite in orice interval de timp finit [0,T]. Presupunerea 2 implica faptul
ca exista o corespondenta univoca din domeniul X in domeniul H(x), adica transformarea
H este o injectie. In aceste conditii este suficient a se demonstra c& eroarea modificata
e(t) = H(x(t)) - H(X(t)) converge la zero intr-un timp finit.

Luand in considerare ecuatiile (100), (101) si (107) se obtine:

o) < SHO®) _ AHE®) _ dH(x(®) _ HE®) 4 dH(x(®) _
HEM) (BHO) Y™ 1 o e GHOQ@) o L
X ( ox j M (x)sgn(V t)-H (X)) =T at M (x)sgn(v t-H (x))
Tinand cont de (104) si (112) rezulta ca:
& (t) =h ,(x(®)) —m, (X)sgn (v, () —h (X)), i=1,....,n (113)

2
Daca se alege o functie Lyapunov de forma V, =e?1 si tindnd cont ca v,(t) =h (t) atunci

avem:
Vi, =& - (h, (x) ~m, (})sgn(e,)) (114)
Daca |h,(x)|<m,(X) atunci V,<0 si apare regimul alunecator. Pe durata regimului
alunecator e (t) =h (x)—h(X)=0.
In acord cu metoda conducerii echivalente e(t)=0, ceea ce implica:
h, (x(8) = (m, (X)sgn (v, (t) - h,(X(1)))),, » sau conform cu (110): v,(t)=h,(t). Daca se alege

2 2
functia Lyapunov de forma V, :%+% se obtine ca:

vl =€ (hz(x) - m1()A()59n(e1)) +€ - (hs(x) - mz()’i) Sgn(ez)) (1 15)

Cum e =0 si daca |h3(x)|§m2(§<) atunci V, <0 si apare regimul alunecator, ceea ce
implica e, (t) =h,(x)—h,(X)=0.

in manierd similard se demonstreaza aparitia regimului alunecator pentru toate
componentele erorii de observare, ceea ce implica: e(t)=0. Conditia ca regimul alunecator

sa apara in ecuatia (113), pentru fiecare din componentele erorii de observare este ca:
[0 () < m_, (%) (116)
cui=2,..,n.

in aceste conditii prin alegerea corespunzétoare a lui M se poate obtine convergenta
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observerului in moment de timp finit t, <T .

Observer in regim alunecator pentru sisteme neliniare cu intrari

Daca B(x)=0 observerul descris prin ecuatia (107) poate fi modificat, fara afectarea
proprietatilor de convergenta (Drakunov si Ozguner, 1992):

K(t) = (aH)((X)j M (X)sgn(V (t)— H (X)) + B(X)u (117)
cu conditia ca urmatoarea ecuatie sa fie satisfacuta:

0 ( oH(X) 3

&( ox B(X)J =0 (118)

Totusi majoritatea sistemelor, printre care si procesul de tratarea a apelor uzate cu namol
activ, nu satisfac conditia (118). In aceste conditii, in continuare va fi prezentata o metoda de
proiectare a unui observer in regim alunecator pentru cazul general al proceselor neliniare.

Observer in regim alunecator pentru sisteme neliniare

Fie sistemul neliniar in forma:

X X, +0,(%,U)
XZ X3+g2(xi'x2’u)
Col= : (119)
Xn—l X +gn 1(X1 .y n -1 )
X f.(X)++g,(x,u)

n

pentru care se considera ca fiind masurabila x;:
y=X (120)
si g,(nu=0)=0 pentru orice i=1,....,n.

Pentru sistemul neliniar descris de ecuatia (120), avand la baza rezultatele obtinute in
(Drakunov, 1992), (Barbot s.a., 2002) propune urmatorul observer in regim alunecator.

% %, +0,(,U) + 4,590 (% - %,)
X, R + 0, (%, %,,u) + 4,500 (X, — %)
L= : (121)
)*(n_l Ko+ 00006 %, K U) + A, SN (K, — K, )
& f (X, %0 %)+, (X, %0e., KUY+ A, sgn(f( %)

unde:

unde functia sgn este filtratd cu un filtru trece jos, aplicAndu-se astfel o comanda
echivalenta.
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Teorema 6: (Barbot s.a., 2002) Considerand sistemul MIMS (Marginit Intrare Marginit Stare)
in timp finit descris de ecuatia (119) si observerul in regim alunecator (121), pentru orice
stare initiala si orice intrare marginita, atunci exista o alegere a lui 4 astfel incat starea

observerului X este convergenta in timp finit catre x.

Demonstratia Teoremei 6 este similara cu cea a Teoremei 5 si conduce la urmatoarea
conditie asupra parametrilor observerului:
/l,_l>|ei| J=2,...,n (122)

max

4 >0 (123)

7.3 Transformari neliniare de coordonate

Majoritatea sistemelor neliniare sunt descrise In urmatoarea forma:
x=f(X)+g(X)u (124)
y=h(x) (125)

Sistemul neliniar (124) poate fi transformat si adus la forma (119) printr-o transformare
neliniara de coordonate.

Definitia 4: Fie o schimbare de variabile descrisa de relatia:
z=®D(X) (126)
unde ®(x) este o R" - functie de n variabile:

#.(x)

#,(X)

D(x) = (127)

. (X)

care are urmatoarele proprietati:
1) d(x) este inversibild, adica exista functia ®*(x) astfel incat:

O (D(x)) =X, VxeR" (128)
2) ®(x) si ®*(x) sunt aplicatii netede, adica cu derivatele partiale continue de orice ordin.

Atunci (126) este o transformare care se numeste diffeomorfism. Daca proprietatile 1 si 2
sunt indeplinite in intreg spatiul R", atunci diffeomorfismul este global.

Sistemul (124) poate fi adus la forma (119) prin intermediul urmatoarei transformari de
coordonate:

h(x)

o= " (129)
L0

cu conditia ca transformarea ®(x) sa fie un diffeomorfism global.
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Definitia 5: Se spune ca sistemul (124)-(125) are gradul relativ & intr-un punct x, daca:
1) L, LS h(x) =0, Vx dintr-o vecinatate a lui x, si Vk <& -1
2) L,Li™"h(x,) =0

Sistemul neliniar descris de ecuatiile (124)-(125), avand gradul relativ 6 <n poate fi adus
la urmatoarea forma, identica cu forma normala (119):
Z.=1

=z,,i=1...6-1
z'j :zj+1+Lngf‘1h(cD‘1(z))-u, j=0,...n-1 (130)
2, =Lih(®™(2)) + L L*h(@7(2))-u

7.4 Estimarea starii procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ

Fie procesul de tratare a apelor uzate cu namol activ descris de ecuatiile (13)-(17). Pentru
acest sistem neliniar se considera ca este masurabil substratul organic (S), dorindu-se
estimarea intregului vector de stare. Modelul procesului poate fi pus in forma (124)-(125)
facand urmatoarele notatii:

uX
_#X

Y
—5%23+aW(Dom,-D0)

f(x)= (131)

0

—(1+r)X +rX,
—(1+r)S+S,,
—(1+r)DO+ DO,
A+ X =(B+1)X,

g(x) = (132)

h(x)=S$ (133)

Pentru a construirea unui observer in regim alunecator pentru acest proces, acesta
trebuie mai intdi adus la forma normala (119). Astfel se construieste transformarea de
coordonata ®(x), data de (129). Cum f(x) si h(x) nu contin termeni in X , aceasta implica
faptul ca transformarea ®(x) nu contine termeni in X, . In aceste conditii Jaccobianul
transformarii va avea forma:

dh) 170 10 0
dL. h(x * x x

T i (134
dotho | [+ * * o

deci det(d (CD(X))) =0, ceea ce implica faptul ca Jaccobianul transformarii nu este nesingular,

deci transformarea propusd nu este un diffeomorfism. In aceste conditii, a fost definit un
model simplificat al procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ, model care sa
permita construirea unui observer de stare in regim alunecator. Noul model se obtine pe
baza urmatoarelor simplificari: oxigenul dizolvat se considera ca avand o dinamica mult mai
rapida fatéd de evolutia celorlalte variabile de stare, si deci va avea o valoare constanta si
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biomasa recirculatd este proportionalda cu biomasa (X, =X -(1+r)/(f+r)). Ambele
simplificari sunt plauzibile din punct de vedere practic, simplificari asemanatoare fiind uzuale
in literatura de specialitate (Katebi, 2001), (Georgieva si lichmann, 2001).

Modelul simplificat este descris de urmatoarele ecuatii de stare:

xzﬂ(t)x(t)_o(t)ﬁ;rrx(t) (135)

s=_@x (t)-D(t)(1+1)S(t)+ D(1)s, (136)
SO

4O = by S0 (137)

Modelul procesului poate fi pus in forma (124)-(125) facand urmatoarele notatii:

uX
f0=| ux (138)
Y
[ 1+r
g(x) = _'Bﬂ+r (139)
_—(1+ rNS+S,
h(x)=$ (140)

Derivatele Lie notate L *h(x),i=1,2,3 ale modelului simplificat sunt:
LSh(x)=h(x)=S

L h(x) =% f9=-4%

oL, h(x 2 2y 2
2h(g = ) g o X LXK,
OX Y Y“S(K; +S)
ceea ce conduce la urmatoarea transformare de stare:
) h(x) ° 141

Jaccobianul transformarii (141) este:

oh(x)  oh(x)

0 1
X 2
d(D(x)) = -
(0= oL oL, = _—YS/(’ESXS) (142)
+
X oS °

S
si are determinantul det(d(CID(x)))=—Y(/}i’“aX S) #0, pentru toate situatiile intalnite in practica
+
S

(4 20 intotdeauna, iar S =0 ar presupune lipsa substratului organic, apa ar fi pura). Deci
Jaccobianul transformarii (141) este nesingular, ceea ce implica faptul ca transformarea este
un diffeomorfism global. Derivata Lie, notata L, L°h(x) , a modelului simplificat este:

oh(x)

Lg Lof h(X) = Lgh(X) = 7

g(x) =-(A+r)S+S,
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Cum S, > S sitinand cont de valoarea parametrului r, rezultd ca in practica L Lih(x)#0,

ceea ce implica faptul ca modelul simplificat are gradul relativ 1: 6 =1. Tinand cont de (130),
(141) si de valorile derivatelor Lie obtinute anterior, atunci rezultd ca sistemul transformat
este descris de urmatoarele ecuatii:

2,=2,+D(S, - (1+1)z) (143)
2
2, = ool KT -2, Ler Ko (S, —@+1)z,) (144)
Ki+z, (Ky+2)z p+r (Ky+12)z,

pentru care se considera masurabil z,. Transformata inversa a sistemului (143)-(144), ce
conduce la sistemul (135)-(136) este data de ecuatia:
S
x=0(x)=| Y(K;+2)z, (145)
;umale

Pentru sistemul transformat, descris de ecuatiile (143) si (144), se construieste urmatorul
observer in regim alunecator:

A

2,=7,+D(S,—@+r)z)+ Asgn(z,—Z,) (146)

5 52
3 = M 2125 " KsZ,
, =
Ki+z, (Ks+2)z

1+r KsZ, B 5 5
D[_ZZﬁﬂ+r+(Ks+zl)zl(Si” (1+r)zl)J+/lgsgn(z2 7,) (147)

cu: Z,=2,+459n(z,—Z,) siin care s-au considerat urmatoarele valori pentru parametrii A :
A =15 si A, =1 (Barbu si Caraman, 2006).
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Figura 7: Estimarea starii procesului de tratare a apelor uzate cu namol activ simplificat
(linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)

Rezultatele obtinute cu observerul in regim alunecator proiectat anterior sunt prezentate
in Figura 7. Din figura se observa o convergenta rapida a marimilor estimate catre valorile
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obtinute din proces. De asemenea, din figurda se poate efectul chatteringului asupra
estimatiei variabilei biomasa. In aceste conditii, functia semn (sgn) va fi inlocuitd cu functia
de comutatie neteda tangenta hiperbolica (tanh) (Barbu si Caraman, 2007). Rezultatele
obtinute, prezentate in Figura 8, justifici alegerea facuta privind functia de comutatie. in final
observerul propus a fost testat din punct de vedere al comportarii in prezenta zgomotului de
masura, ce afecteazd masuratorile de substrat organic, rezultatele obtinute fiind prezentate
in Figura 9. Din figura se observa ca estimatorul propus nu reuseste decat intr-o mica
masura sa elimine zgomotul de masura, influenta zgomotului asupra marimii estimate
biomasa fiind destul de importanta.
Programele de simulare (Model105.m si Func105.m) se gasesc in anexa CD.
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Figura 8: Estimarea starii procesului de tratare a apelor uzate simplificat in cazul utilizarii
functiei tanh (linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)
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Figura 9: Comportarea observerului in regim alunecator in prezenta zgomotului de masura
(linie continua: variabile proces, linie intrerupta: estimatiile acestora)
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Concluzii privind estimatoarele H si sliding-mode

Rezultatele obtinute in urma simularilor efectuate pentru cele doua structuri de estimare
propuse, filtrul H_ extins gi observerul in regim alunecator, conduc la urmatoarele concluzii:

ambele metode ofera timpi buni de convergenta, cu un plus pentru observerul in
regim alunecator pentru care timpul de convergenta poate fi impus prin alegerea
parametrilor de proiectare;

observerul in regim alunecator ofera rezultate mai bune in ceea ce priveste
robustetea la incertitudini parametrice, in timp ce filtrul H_ extins ofera rezultate mai

bune in ceea ce privegte comportarea in prezenta zgomotului;
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