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Obiectivul V:

Analiza identificarii structurale si identificarea practica (experimentala) a
parametrilor proceselor de epurare a rezidurilor din industria alimentara (raport
stiintific)

Activitatea V.1:
Analiza identificarii structurale si identificarea practica (experimentala) a
parametrilor proceselor de epurare a rezidurilor din industria alimentara.

IDENTIFICABILITATEA STRUCTURALA
A PROCESELOR BIOTEHNOLOGICE

1. INTRODUCERE

Identificarea modelelor dinamice ce descriu procesele de tratare a apelor reziduale este
caracterizata prin doua proprietati importante:

1. De cele mai multe ori, modelele sunt foarte complexe — modele neliniare de ordin

superior, incorporand un mare numar de variabile de stare si parametrii.

2. In general, nu existid senzori ieftini si fiabili si nici tehnici bine puse la punct pentru
mé&surarea celor mai importante variabile de stare. In ciuda eforturilor considerabile
depuse in aceasta directie, metodologia de masurare este considerata in continuare a
fi partea cea mai slaba in modelarea si controlul proceselor biotehnologice.

Ambele probleme sunt comune tuturor proceselor biotehnologice, avand o importanta
cruciald, in special, in procesele de tratare a apelor reziduale datorita naturii complexe inerente
a acestor procese ce implica mai multe populatii microbiene, adesea greu de identificat
folosind instrumentatia existenta. Valorile parametrilor unui model vor fi obtinute pe baza
informatiilor apriorice despre proces si a datelor experimentale. Calitatea estimatiilor
parametrice va depinde de cantitatea si calitatea informatiilor culese in timp real si utilizate de
algoritmii de identificare. In afara acestor limitari generate de datele disponibile, o alti
problema legata de identificarea parametrica a proceselor o constituie faptul ca pot exista
numeroase corelatii intre parametrii modelului. Din cauza complexitatii modelului si a lipsei
senzorilor, studiul identificabilitatii modelelor dinamice inainte de orice fel de identificare, este,
cu sigurantd, o problema cheie. Problema centralda care se pune in analiza identificabilitatji
este urmatoarea:

Se presupune ca un anumit numar de variabile de stare pot fi masurate; pe baza structurii
modelului (identificabilitate structurald) sau pe baza tipului si calitatii datelor disponibile
(identificabilitate practicd), ne putem astepta ca pe baza estimarii parametrilor s& se obtina o
valoare unica pentru parametrii modelului?
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Cu alte cuvinte, se pune intrebarea: ,Care este folosul incercarii de a calibra parametrii
pentru un model care este, structural sau practic, neidentificabil ?”. Formularea anterioara este
destul de generala, dar raspunsul despre analiza identificabilitatii este de multe ori mult mai
subtil: nu este doar un raspuns “da” sau "nu”, ci cand acesta conduce la anumite concluzii,
acestea pot indica faptul ca anumite subseturi sau combinatii ale parametrilor modelului sunt
apriori identificabile.

2. CADRUL TEORETIC

Notiunea de identificabilitate structurala este legata de posibilitatea de a da o valoare unica
fiecarui parametru al modelului matematic. Cu alte cuvinte, problema identificabilitatii
structurale a unui model poate fi formulata astfel: dandu-se o structura de model si un set
perfect de date (adica ce corespund perfect modelului) ale variabilelor modelului, sunt tof;
parametrii modelului identificabili? Din analiza identificabilitatii structurale se trage concluzia ca
doar anumite combinatii ale parametrilor modelului sunt identificabile. Daca numarul
combinatiilor rezultate este mai mic decat numarul de parametrii ai modelului original sau daca
nu exista o relatie de unu la unu intre ambele seturi de parametri, atunci sunt necesare
cunostinte apriorice despre anumiti parametri pentru ca toti parametrii sa poata fi identificabili.
Un exemplu simplu poate ilustra foarte usor acest lucru: in modelul y =ax, +bx, +c(x, +x,),
doar combinatiile a+b si a+c sunt structural identificabile (si nu toti cei trei parametrii a, b, c);
doi parametrii (de exemplu a si b) vor fi identificabili daca valoarea lui ¢ este cunoscuta apriori.

Pentru sistemele liniare, identificabilitatea structurala este mai usor de inteles, si, in afara
modelelor identificabile clasice (asa cum sunt modelele dinamice in forma canonica (Sontag,
1998, Ljung, 1999, Franklin and Powel, 1995)), exista un numar de teste pentru identificabilitate
(spre exemplu, metoda transformatei Laplace, dezvoltarea in serie Taylor a observatiilor,
abordarea folosind matricea Markov a parametrilor, abordarea folosind matricea modala etc. -
Godfrey si Di Stefano, 1987). in orice caz, pentru modele neliniare in raport cu parametrii
problema este mult mai complexa (aceste probleme necesita de obicei utilizarea soft-urilor de
calcul simbolic).

Pe de alta parte, identificabilitatea practica este legata de calitatea datelor si de continutul
informational al acestora: sunt datele disponibile suficiente pentru identificarea parametrilor
modelului si pentru obtinerea unor valori numerice precise a acestora? in cazul unui model de
forma y =ax, +bx, parametrii sunt structural identificabili dar nu sunt practic identificabili in
cazul in care conditiile experimentale sunt astfel incat variabilele independente x; si x. sunt tot

timpul proportionale (x, =ax, ).

3. NOTIUNEA DE IDENTIFICABILITATE STRUCTURALA IN CAZUL SISTEMELOR
NELINIARE

3.1. Exemplu
Se prezinta un exemplu simplu. Se considera un bazin cu agitare continua (continuous
stirred tank reactor) cu o reactie:
A-> B (1)

descrisa de o cinetica de ordinul |. Echilibrul masic pentru substratul A este dat de urmatoarea
ecuatie:
dc

— =-DC+DC, —k,C (2)
dt
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unde: C - concentratia reactantului A;
Ci» — concentratia sa influenta;
D — viteza de dilutie;
ko — constanta cinetica.

Se presupune ca C si C, pot fi masurate iar k, si D sunt necunoscute si constante, adica
acesti parametri sunt cei ale caror valori trebuie determinate. Acesti doi parametri sunt
structural identificabili. Intr-adevar, daca spre exemplu, C;, se modifica sub form& de treapta,
atunci raspunsul sistemului este dat de relatia:

D (D)t
C@=¢C, +D+k AC, (1—e (i (3)

0

unde C, este valoarea initiald a concentratiei reactantului C si AC,, amplitudinea treptei
concentratiei influente. Evolutiile marimilor de intrare si de iesire sunt prezentate in Figura 1.
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Figura 1: Raspunsul la intrare treapta pentru sistemul de ordinul |

Din analiza acestor grafice se poate observa ca amplitudinea A a raspunsului C(t) este
egala cu diferenta dintre valoarea initiala si valoarea finala (dupa un timp suficient de lung). Din

ecuatia (3) se observd ci A este egal cu AC,, (=C(1 =) —=C) . Graficul obtinut in

D +k,
Figura 1 poate fi utilizat de asemenea pentru determinarea constantelor de timp ale dinamicii
lui C(t). Intr-adevar, din relatia (3) se poate deduce ca 95% din valoarea finala a lui C(t) este

atinsa la momentul 7, = de la momentul aplicarii semnalului treapta. Acesta este egal

D+k,

cu de trei ori constanta de timp 7= . In concluzie, din reprezentarea grafici a

D +k,
raspunsului la semnal treapta pentru ecuatia (2), putem deduce amplitudinea raspunsului

AC,, si timpul de raspuns ?, =

A= , deci putem calcula usor parametrii D i ko.

D+k, D +k,

Se considera, in continuare, ca dispozitivul de masura a concentratiei reactantului ofera un
semnal y proportional cu valoarea concentratiei C:
y=y.C (4)

Se presupune ca acest coeficient de proportionalitate y. este necunoscut, adica, in acest
context, este un parametru aditional. Raspunsul la semnal treapta al lui y este similar cu cel din

Figura 1, cu exceptia faptului ca amplitudinea A este acum egala cu Y¢ AC,, . In acest

D +k,

caz, nu mai este posibila determinarea unica a valorilor parametrilor yc, C si k, din valorile
amplitudinii si a timpului de raspuns. Aceasta inseamna ca cei trei parametrii de mai sus nu
sunt identificabili. Mai precis, doar urmatoarele combinatii de parametrii sunt identificabile:

6, =D +k, (din timpul de rdspuns ), si 6, =y.D(=A(D +k,) =A6,) .

D +k,
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3.2 Metoda transformatei Laplace

Exemplul din paragraful anterior ilustreaza identificabilitatea structurala pentru cei doi
parametrii k, si D, adica proprietatea structurala de a determina in mod unic valorile acestor
parametrii in conditii “ideale”. De asemenea, exemplul anterior aratd lipsa identificabilitatii
structurale pentru cei trei parametrii ye, ko, si D, adica proprietatea structurala de a nu
determina in mod unic valorile acestor parametri in conditii “ideale”. in continuare, se vor
generaliza rezultatele din exemplul anterior.

Se considerd un model dinamic M (&) cu parametrizarea 92[6{,65,...,9],]T ,CUQ

iesiri y, (i =1,q) $i mintrari u, (j =1,m) . Dac& modelul este liniar, dinamica sistemului
poate fi descrisa, fie ecuatiile de stare:

dx
7 A(O)x(t,0) + B(O)u(t), x(0,0) = x,(6) (5)
y(,0) =C(Ox(1,6) (6)

fie prin functia de transfer H (s, &), intre vectorul de intrare u(t) si vectorul iesirii y(z, &),
functie de transfer ce poate fi obtinuta din reprezentarea de stare prin relatia:

H(s5,0) =C(O)(s] —A(6))" B(6) (7)

in cazul unui sistem cu o singura intrare si o singurd iesire (SISO) aceastd functie de
transfer este caracterizata prin raportul a doua polinoame de ordinul n (n este numarul de stari
X), adica are maxim 2n parametri. De notat faptul ca functia de transfer intre C;, si C, si intre
Ci si y pentru ecuatiile (2) si (4) poate fi scrisa formal astfel:

H(s) =

s+ta
unde a=D+k,, b=D, respectiv y=D.
in acest exemplu, in primul caz, D si k, pot fi usor obtinuti daca se cunosc valorile lui a si b
(D=a si kp=a-b), in timp ce in al doilea caz, nu se pot distinge y¢ si D din valoarea lui b. Acest
lucru sugereaza urmatoarea generalizare: cei 2n parametrii ai functiei de transfer H(s) sunt
structural identificabili din masuratorile lui y(z, & . Analiza se poate baza pe raspunsul la
impuls al acestui sistem:

y(t,0) = ani(H)e"“(Q)’ (11)

Cei 2n coeficienti c¢; si A pot fi determinati din datele de iesire y(z. & . De aceea,
relatiile intre acesti coeficienti si parametrii functiei de transfer sunt foarte importante pentru
identificabilitatea structurala. Spre exemplu, daca se ia in considerare o functie de transfer de

ordinul doi si valorile proprii distincte A , se obtine:

g ¢y

H(s) = +
) s+A stA,

(12)

_ (e, +cy)s = (A +¢Ay)
-7 (13)
sT+H(A +A)s+HA A,

118



Universitatea ,Dunarea de Jos” Galati — Obiectivul V, Activitatea V.1

__ BstB,

s tas+a,
unde
B =c tc,, B, =—(c A, +c,A), a, =A +A,, a, =AA,.

Aceasta sugereaza ca, daca nu exista factori comuni intre numaratorul si numitorul functiei
de transfer, cei 2n parametri @ si 3 pot fi determinati din datele de iesire la fel ca si cei 2n
coeficienti c¢; si A . De notat ca proprietatea de identificabilitate este validd aproape pentru
toate valorile parametrilor. intr-adevdr, pot exista cazuri in care combinatii particulare ale
parametrilor sau pentru anumite functii de intrare pot conduce la simplificari poli-zerouri in
functia de transfer.

Se considera un sistem format din doua reactoare in flux continuu cu volumele V; si V.,
sistem prezentat in figura urmatoare:

Vi v

Figura 2. Reactor in flux continuu cu doua reactoare

in aceste reactoare are loc un proces simplu de crestere microbiand S — X . Se noteazé cu
Fiin, Siin, F2iny, Szin fluxurile de intrare si concentratiile substantelor influente in cele doua
reactoare si cu k, constanta cinetica. Dinamicile celor doua reactii sunt date de urmatoarele
ecuatji:

F . F -F. F
dSl - 1,in i + 1 Lin S2 _ —1S1 _ koSl
das, F,. F +F,. F
2 — 2,in S2 . _ 1 2,in S2 + _1S1 _kOS2
da v, v, v,

Daca se considera drept marimi de intrare cele doua concentratii influente, ecuatiile de mai sus
pot fi scrise in urmatoarea forma matriceala:

i IEZEH au%l%ﬁl 0%1% (16)
dt [, 2 Apn P2 0 b,

F, —F

unde,

_ _
a, =—— ~ky,a, =
Vi :
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_ Fl + FZ,in

ay ==L —ky, ay = —k 18
21 v, 0> 22 v, 0 (18)
Uy =S8, ,,,uy =S8,,, (19)

E,in — F2,in
b] - >U2 T (20)

Vi v,

Se presupune ca se poatet masura concentratia substratului in ambele reactoare, adica:

y 0
2 0 ¢ 15,
Matricea de transfer poate fi usor obtinuta prin utilizarea transformatei Laplace:

niis)  Y(s)

H(s)= W, (s) U,(s) D:L b (s=ay) ¢b,a;, E (22)
OY,(s) YN0 A(s)H c,bay, c,b,(s—a,,)
HU1(S) U,(s)
unde
A(s) =5 = (ay, +ay)s +a,,a,, —a,a,, (23)

Se va studia acum identfficabilitatea pentru céteva situatii particulare.

Y, (s)
Cazul I. u, #0,u, =0 si doar y; este masurat. Functia de transfer Ul (s) poate fi scrisa sub
1
forma (14) cu:
B =cb,, B, =—ba,, (24)
a, =—(a,; tay,),ad, =a,a, —a,,a, (25)

Din identificabilitatea structurald a parametrilor o, ar, , 3, 3, si din relatiile (24) si (25)
Y, (s)
U,(s)
anume c;bs, a, an Si arza:2. Cu alte cuvinte, cei sase parametri ¢;, by, az, an, ar$i a Nu sunt
identificabili, in timp ce cei patru parametri 6, =c,b,,6, =a,,.6, =a,,,60, =a,a,, sunt
identificabili folosind urmatoarele relatji:

0,= 5
02:_ﬁ2

B,
B

6,=-a,
1

0,=-a, —&%al +&E
A A
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Cazul Il. u, #0,u, =0 si sunt masurate y; si y.. In acest caz mai apare 0o méasuritoare
Y, (s) G Y,(s)
U,(s) U,(s)

suplimentara. Numitorii funciiilor sunt identici, deci imbunatatirea

Y,(s)
U,(s)
anume termenul b,c,a,, . In concluzie, nu se castigd nimic, deoarece apare un parametru in

identificabilitatii structurale poate apare doar din numaratorul functiei de transfer , Si

plus, c., si 0 combinatie identificabila b,c,a,,, cu exceptia cazului in care exista cunostinte

apriorice despre parametrul ¢.. O informatie apriorica poate fi aceea a egalitatii intre parametrii
¢ Si ¢ (lucru foarte probabil in cazul analizat). In aceasta situatie numaratorul functiei de

Y, (s)

U,(s)
cazul I) rezulta ca parametrul a;, este identificabil. Dar, deoarece a,, si a,, sunt de
asemenea identificabili, din forma lui @, rezulta ca si a,, este identificabil.

transfer este egal cu b,c,a,, . Deoarece combinatia b,c, este identificabila (vezi

Cazul lll. u, #0, u, #0 si doar y; este masurat. Se va evalua ce se castiga prin luarea in

considerare a ambelor intrari. Se poate trage o concluzie similara celei de la cazul Il, adica

apare un parametru suplimentar fata de cazul | (b, ) si o combinatie identificabila (b, c,a, ),

deci nu se castiga nimic din punctul de vedere al identificabilitafii, cu exceptia cazului in care

exista informatii suplimentare despre parametrul b, . Daca se ia in considerare cazul

particular in care este aplicata aceeasi intrare in acelasi moment de timp ambelor reactoare (
Y, (s)

U,(s)

u, =u,) , functia de transfer este egala cu:

Y (s) — c\bis +c(bya,, —bay,)
U,(s) Als)

(26)

Ne aflam in cazul particular in care o anumitd combinatie de intrare poate conduce la
pierderea identificabilitatii (doar 4 parametri - in loc de 5 - sunt identificabili). Aceasta ilustreaza
faptul ca o buna alegere a conditiilor experimentale poate avea o influenta considerabild
asupra identificabilitatii sistemului.

Cazul IV. u, #0,u, =0, a,, =0 si doar y, este masurat. Este cazul in care nu exista un flux
Y, (s)

U,(s)

de retur de la reactorul 2 la reactorul 1. Functia de transfer are forma:

Y,(s) _ c,byay,
U,(s) (s—a;)(s—ay)

in acest caz parametrii a,, si a,, suntidentificabili dar nu se poate face distinctie care
sunt valorile lor deoarece, pentru aceasta configuratie, cei doi parametrii au doua valori
posibile interschimbabile. Cu alte cuvinte, nu se poate face distinctie intre cele doua volume V,
si V., adica nu putem stabili daca primul volum este mai mic si al doilea mai mare sau invers.

(27)

4. METODE DE TESTARE A IDENTIFICABILITATII STRUCTURALE A
SISTEMELOR NELINIARE
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Metodele prezentate in continuare sunt cele mai utilizate pentru testarea identificabilitatii
structurale pentru sistemele neliniare. Metoda transformatei Laplace, prezentata in paragraful
3, poate fi aplicatd doar pentru sisteme liniare, iar rezultatele obtinute prin liniarizarea
modelelor neliniare sunt dificil de interpretat. in plus, rezultatele obtinute pentru modelul
liniarizat sunt doar conditii suficiente, adica parametrii identificabili pentru un model liniarizat in
jurul unui punct de functionare sunt de asemenea identificabili pentru modelul neliniar dar
numai in jurul respectivului punct de fundionare.

4.1 Metoda dezvoltarii in serie Taylor

Se considera un model neliniar scris sub forma urmatoare:

dx —
S = f (.1, 6),x(0) =x,() (28)

y(,60) =h(x,6)
unde x, u, y si @reprezinta vectorul de stare, vectorul de intrare, vectorul marimilor de iesre ale

sistemului si, respectiv, vectorul parametrilor (necunoscuti). Metoda se bazeaza pe dezvoltarea
in serie Taylor in jurul punctului t=0 al observatiilor y(1):

rdy
2! dr?

si consta in cautarea informatiilor despre parametrii necunoscui in derivatele iesirii. Mai precis,
¥(0) si derivatele succesive ale lui y in punctul t=0 pot fi exprimate din sistemul de ecuatii (28)

ca functji de parametrii necunoscuti € =14, 8,,...0,1:

(@) = ¥(0) +r%(0) ¥ (0)+... (29)

y(0)=g,(O) (30)

%(m = 5,(6) (31)
q

L =g,0) (32

Pasul urmator consta in inversarea expresiilor de mai sus (30)-(32) astfel incat parametrii
a.i =1, p sa fie exprimati ca functii de y(0), de derivatele lui y in punctul =0 si de intrarea u:

1

_ dy d’y
6 —Zl()’(o),z(o),---, e (0),u) (33)
d d?
6, =z2(y(0),—y(0),..., Y (0),u) (34)
dt dt?

d?y
0), 35
I (0),u) (35)

d
8, =z,(y(0),%2(0),...,
dt
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Daca ecuatiile (33)-(35) exista, atunci inseamna ca parametrii &,i =1, p sunt structural
identificabili. De asemenea, este posibil ca ecuatile de mai sus sa poata fi scrise doar pentru
anumite combinatii ale parametrilor &.,i =1, p, si, prin urmare, aceste combinatii sunt

identificabile. De notat faptul ca, in general, numarul derivatelor succesive (=q), utilizate pentru
analiza identificabilitatii, nu este egal cu numarul p de parametrii necunoscuti. De obicei g este
cel putin egal cu p (deoarece sunt necesare cel putin p relatii pentru a obtine cele p expresii

pentru parametrii 8,1 =1,_p ), dar poate fi mai mare decat p pentru a obtine noi expresii

independente si prin urmare susceptibile de a introduce noi informatii pentru analiza. De
asemenea, pot fi utilizate mai multe instante de timp (si nu numai t=0) lucru util pentru
simplificarea analizei prin utilizarea mai multor submodele.

4.2 Metoda seriilor generatoare
Aceasta metoda se bazeaza pe concepte din teoria controlului neliniar, in principal pe

derivatele Lie si pe legatura acestora cu sistemele neliniare. Se considera modelul unui sistem
exprimat sub forma urmatoare:

&= fy 0+ ':Zu () £, (x,0), x(0) =x,(6)
V(1,6) =h(x,0)

Analiza identificabilitati se bazeaza pe functia de iesire ~2(x, & si pe derivatele Lie
succesive ale acesteia L, ...-L, h(x,6) evaluate la momentul t=0. Derivata Lie de-a

(36)

lungul unui cadmp de vectori f; este definita astfel:

L, = ij,i (x, 3)5 (37)

J

cu f; componenta j a lui f. Spre exemplu, derivatele Lie ale lui hsi L, de-a lungul campului
de vectori f; sunt egale cu:

L8 =3 f;, (6 O)—h(x. 0 (38)
= j

2 o
LyLy =2 f.(x.0 L, (39)
= j

La fel ca in cazul metodei dezvoltarii in serie Taylor, se cauta in derivatele Lie succesive in
punctul =0 informatii despre parametrii ce trebuie identificati.

4.3 Transformarea modelelor neliniare
O altd modalitate pentru studierea identificabilitatii structurale consta in transformarea
modelului neliniar intr-un model liniar in raport cu parametrii, si analizarea identificabilitatii pe
modelul liniar. O mai buna intelegere a acestor metode poate fi realizata din exemplul urmator.

EXEMPLU:

Se considerd un model neliniar in care apar trei parametrii (&, &, & ):
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% =—0,x, —0,x, +0,x,x, +u,x,(0) =1 (40)
ﬂ; =—60,x, —6,x,x,, %,(0) =0 (41)
y(,0) =x, (42)

Acest model poate fi modelul unui bioproces intr-un reactor de tip batch unde x. este
concentratia unui reactant si x; concentatia catalizatorului (spre exemplu a microorganismelor).
In acest reactor au loc trei reactii: autocataliza lui x; cu cinetica de ordinul unu in raport cu
reactantul (;, =6 x,x,), o descompunere a lui x; In x, (1, =6, x,) si reactia de autoliza a lui
x; (r; =8x,). In afara lui y se considera cunoscuta si intrarea u, care reprezinta adaosul de
autocatalizator x;. Acest model este un model liniar in raport cu parametrii dar neliniar in raport

cu starile sistemului.

a. Metoda dezvoltarii in serie Taylor

Se dezvoltd in serie Taylor y(z, & :

d
O =6, +6,) +u .
d2
dtzy =(6,+6,)* +(6,+6,)u +6,0, 4a)
3
ccllt3y =6 +92)3 +(6 +92)2u +26,6,u —26,6,(6, +6,) _92932 (45)

i

Se noteaza cu z, = %(O) :
l_l

in principiu, z pot fi considerate variabilele cu valori cunoscute deoarece ele pot fi usor
obtinute din masurarea lui y. Ecuatiile (43)-(45) pot fi scrise sub forma:

7, =—(6,+6,)+u (46)
z, =(6 +92)2 +(6 +6,)u+6,6, (47)
2, =6, +6,)’ +(6, +6,)*u+26,6,u —26,6,(6, +6,) —6,6; (48)

Se obtine astfel un sistem de trei ecuatii neliniare cu trei necunoscute &. &, & .

Problema dificild este inversarea relatiilor (46)-(48), astfel incat parametrii &, &, & sa fie
exprimati in functie numai de z; si u. Din analiza relatiilor (46)-(48) se poate observa ca exista

trei combinatii ale parametriior ., &, & si anume  +8,,8,6., 8 & . Pentru aceste
combinatii se obtin urmatoarele relatii:

6, +6, =u—z, (49)

6,6; =z, —(u —Z1)2 +(u—z)u (50)
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0,67 =23 +(u—2)° +(u—2)u =20 —(u—z))(z, —(u=2z,)" +(u—z)u) (51)

Parametrul &, se obtine ca raportul dintre @& si & & dupa care se obtin succesiv
as g:

0, =u—z,—(z, —2u” +z} +3uz,)* Qu’ —10u’z, +6uz] +z; +22,2, —z;) (52)
0, =(z, —2u> +z; +3uz,)* Qu’ —10u’z, +6uz] +z; +22,2, = 2;) (53)

3 2 2 3
- 2u _10l/i el + 61/[21 + e + ZZIZZ — 23

9, (54)

2, = 2u” + 7} +3uz,

Din relatiile (52)-(54) se deduce c& parametrii &, &, & pot fi calculati formal din valorile lui
Zi1, Z», Z3 Si U, adica sunt structural identificabili.

b. Metoda seriilor generatoare

Se noteaza:
6 x, —6,x, +0,x,x
ffg“ o “2Eﬁ=§)Eh:xl (55)
6,x, —6;x,x,
Derivatele Lie sunt utmatoarele:
L; =[-6x —6x, +93x1x2]i+[92x1 —6,x,x,] 0 (56)
Ox, Ox,
-9 (57)
b4 axl

Se calculeaza succesiv derivatele Lie ale lui h in punctul t=0:
& =Ly oh(0) =—6 —6, (58)
22 =LyoLyoh(0) =(6, +6,)° +6,6, (59)
23 =Ly Ly oh(0) =4 +6,)° +(g +6,)° 6,6, —26,6,(6, +6,) —6,6; (60)

Procedand in mod similar ca in cazul metodei dezvoltarii in serie Taylor, cei trei parametrii
necunoscuti &, &, & pot fi scrisi in functie de z;, z,, 25 si, deci, sunt structural identificabili.
De remarcat faptul ca in acest caz, spre deosebire de metoda precedenta, cei trei parametri
sunt exprimati doar in functie de z;, z,, z; si expresia lor nu mai depinde de intrarea u. Aceasta
abordare permite o separare a termenilor ce depind de stare de termenii ce depind de intrare,
ceea ce conduce la obtinerea unor expresii ale parametrilor mai simple, lucru avantajos din
punctul de vedere al calculelor.

c. Metoda transformarii modelului neliniar

Scopul acestei metode este de a rescrie modelul intrare-iegire sub forma unui model liniar
in raport cu parametrii necunoscuti ai sistemului. In acest caz, acest lucru poate fi realizat prin
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eliminarea lui x, prin diferentierea de doua ori a lui x;. Variabila de stare x. poate fi obtinuta din

relatia (40)
HXIEL+HXI+9)C1 ME (61)

Prin diferentierea de doua ori a lui y=x; in raport cu t obtinem:

d’y 1EFLH+Z_(Q+5) EFL 1H+eegy 293yér%—u§—93(01+02)y% (62)

dt2 y Odt O

Aceasta relatie poate fi pusa sub forma regresiva y =@" @, unde:

SRS
=
Sl==)

(65)

S
I
N I Y I O

<

?g

. |‘<
<

11

N Y A Y

Vectorul & este structural identificabil daca elementele vectorului 4@ sunt
liniar-independente.

5. ANALIZA IDENTIFICABILITATII STRUCTURALE FOLOSIND DISTRIBUTIILE

5.1. Consideratii teoretice privind distributiile

Din punct de vedere practic, utilizarea derivatelor unor semnale pentru identificare prezinta
o serie de dificultati datorate, in special, zgomotelor care afecteaza masuratorile. Prin
acordarea unei importante mai mari unei singure valori a semnalului intr-un anumit punct se
amplifica si influenta zgomotului ce insoteste acel semnal. Din acest motiv, metodele integrale
de identificare sunt mult mai robuste si mai usor de implementat. In continuare se prezents o
procedura de analiza a dentificabilitatii structurale bazate pe teoria distributiilor.

O distributie F este un procedeu prin care oricarei functii ¢ ce apartine unei multimi de
definitie ii corespunde un numar real sau complex. Acest numar este notat F(¢) sau (F, ¢).
Functiile ¢ asupra carora actioneaza distributiile Findeplinesc o serie de conditii severe:

- functiile ¢ sunt nule Tn afara unei mulimi ©;
- functiile ¢ sunt infinit derivabile;
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- multimea 9P, a functiilor ¢, este inzestratd cu o norma ce permite masurarea distantei
dintre doua funciji.

Un set important de distributii este cel al asa numitelor distributii regulate, definite in mod
unic prin functii local integrabile. Fie ¢: R — R,t — g(¢) o functie ce admite o integrala
Riemann pe orice interval compact din R. Cu aceasta functie poate fi construita o functionala
unica,

Fq:ch —>R,¢ —>Fq(¢)DR (66)
folosind urmatoarea relatie:

F (@) = [a®P(n)dr, Lp LD, (67)

Se considera ¢ [1C°(R), caz in care are loc urméatoarea echivalenta
F (¢ =0,0¢ 0D, < g(r)=0, (¥R (68)
Se noteazd cu D, spatiul dual lui @, adicd multimea tuturor distributiilor definite pe @,
Acesta este de asemenea un spatiu liniar. Daca g este o combinatie liniara de functii continue
in timp @, i=1:p atunci distributia F, pe @, este o combinatie liniara pe acelasi spatiu al
distributilor 4%, , determinata de componentele F,

q= Z a,q, U F, = z a.F, (69)
=1 i=1
F (@) =[a.(O@D)dr, gD, (70)

in teoria distributiilor este introdus&, ca o conventie, notiune de distributie derivabild de
ordinul k, k=0:n. Dacd F, O | atunci derivata ei de ordinul k este o noua distributie,

F" O®, | definita in mod unic de relatia

FO (@) =(—1)F,(¢"), Ogp O,

¢ — F,"($) =(=D" [q()¢" 1)dr OR (71)
R
unde
k
p© R - Rt~ gV =120 ¢k(l)
dt
este derivata de ordinul k a functiei fundamentale ¢ L1P, .
Cand ¢ OC*(R), se poate demonstra ca:
Fq(k)(¢) = qu (¢)’ ¢ - Fq(k)(¢) = Fq(k) (¢) :J-C](k)(f)¢(f)df LR (72)
R

derivata de ordinul k a unei distributii generate de o fundtie ¢ (1C* (R) este egala cu distributia
generata de derivata de ordinul k a funciiei g:

dq(t)

(k) . (k) _
‘R R, [ > 1) =
q g (1) P

Din (71) si (72) se poate scrie ca:
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F2(P) = [q" Opwdt =(=D fq() @™ (Hdt, qTC* (R) (73)

Utilizand proprietatile distributiilor prezentate mai sus poate fi dezvoltat un algoritm de
analiza a identificabilitaii structurale a unor procese biotehnologice prin obtinerea unor sisteme
liniare in raport cu parametrii necunoscuti ai sistemului. Se va exemplifica aceasta metoda pe
un proces biotehnologic de depoluare a apelor reziduale.

5.2. Modelarea procesului de biodegradare a apelor reziduale (Studiu de caz)

Instalatiile pentru tratarea apelor reziduale sunt dificil de controlat din cauza dinamicilor
neliniare si a parametrilor necunoscuti ale caror valori se pot modifica in timp. Vom considera
un proces de biodegradare a apelor reziduale cu producerea de gaz metan, proces ce are loc
in interiorul unui bioreactor continuu (cu functionare in flux) al carui model redus este prezentat
in (Selisteanu et. al., 2004). Procesul are dou3 faze. In prima faz3, glucoza din apa reziduala
este descompusa acizi grasi volatili (acetati, acid propionic), hidrogen si carbon anorganic
actiunea bacteriilor acidogenice. In faza a doua, hidrogenul ionizat descompune acidul
propionic in acetati, hidrogen si dioxid de carbon. Intr-o prim& faza metanogenica, acetatul este
transformat in metan si dioxid de carbon si, in final, gazul metan este obtinut din hidrogen si
dioxid de carbon, (Bastin si Dochain, 1990), (Petre, 2002). Se considera urmatoarea schema
de reactie simplificata:

0 L
5,0 ﬂz X+, )
05,0 8- X, +p
unde:
S; — substratul de glucoza
S, — substratul de acetat
X; — bacteria acidogenica
X, — bacteria metanogenica
P; — produsul final (gazul metan)
D, P, - vitezele de reactie
Modelul dinamic corespunzator este urmatorul:
0X,0 O1 00 X,0 00 O
Uo O 0 0 Oo O 0
;oo dh %0ppy 2o e
—x,0=00 1 '0-Dpx,0+00 O (75)
dtDDDk “k 0 o, oo, 0
.0 ok :0 -0 090
5pd Ho & § 3P B B OB
unde vectorul de stare al modelului este:
0X,0 &0
Uo O i
B0 A
¢=,0=0,C (76)
U, 0 % 0}
.0 340
Bh H Bt
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ale carui componente sunt concentratii in (g/l).
Vitezele de reactie sunt funciii neliniare de componentele de stare, exprimate astfel:

[, (&)C
D =P(&) = EDIE?)E (77)
2

Vectorul debitelor de alimentare si de evacuare este notat cu:

00 C

DS, ¢

F=SOE (78)
00 ¢

FOE

unde:
D — viteza de dilutie;
Sin— concentratia substratului de glucoza influent;
Q; — debitul de evacuare al gazului metan.

Modelul dinamic al unui bioproces poate fi scris sub forma compacta, astfel:

4 K W@E)-DE+F (79)

dt

unde

reprezinta matricea cosficientilor de productie.

De fapt, acest model descrie comportarea unei intregi clase de procese biotehnologice. El
reprezinta dinamica generala a modelului de stare pentru aceasta clasa de bioprocese (Bastin
si Dochain, 1990). Exista numeroase forme de exprimare a vitezelor de reactie ale unui
bioproces dintre care se mentioneaza legea Monod:

S X
cD] = | 1 1 1
&) =H —KMI +s (81)
si modelul cinetic Haldane:
S, X
CD = 2 2 2
:¢) ﬂ2KM2+S2+Sj/K,. (82)
unde:
K

K . .
M2 "7 M2 - constantele Michaelis-Menten;
U, 1, - vitezele specifice de crestere;
K:— constanta de inhibare.
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Pentru simplificarea notatiilor, se grupeaza parametrii procesului intr-un vector:

=16 6, 6, 6, 6 6 6 6 06T (83)
unde:
6, =k; 0,=k; 0,=k; 6, =k, (84)
0, =146, = (85)
6, =K,:;6,=K, ;6,=K; (86)

Deoarece viteza de dilutie D poate fi modificata din exterior, se considera un vector de
intrare format din trei componente

W=l uy, ) (87)

Celelalte doua componente ale lui u sunt concentratia Sj, si debitul de evacuare al gazului
metan Q;, astfel incét:

u =8,,5u, =05u3 =D (88)

De obicei Q; depinde de variabilele de stare, O, =¢/(<&), determinand o reactie inversa la

intrarea u.. Folosind notatiile anterioare, sistemul de ecuatii de stare (75) poate fi scris sub
urmatoarea forma explicita:

E=® -u,[§ (89)
T3
P =6, 22
55 (90)
éz = _01 ED] U, gz tu, EJt3 (91)
é3 =0, —u, 4, (92)
o1
®,=6,0 ¢, Df“, ,0,=— (93)
6, +&,+0,&, 8,
£,=6,®, -6, ®, —u, ¥, (94)
55 = U, Dfs + 64 D:Dz —u, (95)

5.3. Analiza identificabilitatii structurale a procesului de biodegradare a apelor
reziduale

Se presupune ca toate variabilele de stare < sunt masurabile. Sistemul dinamic (89-95)
contine dependente rationale intre parametrii si variabilele masurate. Pentru a obtine ecuatii
liniare in raport cu parametri necunoscuti, problema identificabilitéii este impartita in mai multe
subprobleme mai simple interconectate, numite nivele.
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Pe baza structurii specifice a acestui sistem, este posibila gruparea ecuatiilor de stare in
cinci probleme interconectate. Ele sunt organizate intr-o structura ierarhica. Mai intai, in Nivelul
1, anumite ecuatii de stare sunt utilizate pentru a obtine un set de ecuatji liniare in raport cu
anumiti parametri. Rezultatele obtinute Tn acest prim stadiu sunt utilizate pentru a exprima alii
parametri prin ecuatii liniare Tn Nivelul 2. Acest proces se repeta in celelalte nivele pana cand
sunt analizati toti parametrii necunoscuti. in continuare este prezentata in detaliu procedura de
analiza a identificabilitatii structurale pe baza distributiilor pentru procesul de biodegradare a
apelor reziduale prezentat mai sus.

Nivelul 1. Analiza identificabilitatii lui €
Substituind expresia lui A2 din (89) in (91) se obtine:

(—52—u352+u1 543):(5‘1*'“351)& (96)

relatie liniara in raport cu parametrul &2. inmultind relatia (96) cu functiile de test ¢, (r) P,
si integrand pe R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport cu parametrul &2:

F, () =6F, ($) (97)
unde

F, (P =[IEO1@F" et +flu; (0 LG O1P (et (98)
R R

F, = J’[éz(t)]qb‘“ (H)dt + Jt—u3(t) & ()1 (1)dr + J’[u1 () iy, ()19 () dt (99)
R R R
Daca matricea £, este nesingulard, atunci parametrul &2 este identificabil.

Nivelul 2. Analiza identificabilitatii parametrilor & si &

Considerand cunoscut parametrul § = é de la Nivelul 1 si substituind relatia (90), ecuata
(91) devine,

52 = _él [B; DGEITDE;_% (£, +uy Uy (100)
776

sau
(_52 (£, —u, szz +u, iy [§,) = (6, I, E91)@5 +(€2 +uy [§, —u, W) 8, (101)

relatie liniard in raport cu parametri & si & . Amplificand in ambele parii ale relatiei (101)
cu functiile de test @, (r) 1P, siintegrand pe R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport
cu parametrii & si & :

F,(§) =6,F, (§) +O,F, (§) (102)
unde

Fou (@) = [l& 0 &) 81" (Ddr (103)
R
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F (P =[[—5 1B 0ddt +fluy () (OIS )t —[lua, (1) ik (DIB (D)cle
R R R
(104)

1
F, ()= ![—5 & 1"V (Hdr + ![ms ) & (DO (Hdr + ![ul (1) Wy (1) [, 19 (1) dt

(105)
in consecinta, parametrii & si @ sunt identificabili.

Nivelul 3. Analiza identificabilitatii parametrilor &, si &
Considerand cunoscuti parametrii 6, :és si 8, = 97 de la Nivelul 2, expresia estimata

d alui A este

b (1) =6, 1) £, @) (106)

0, +&, (1)
Substituind expresia lui d>, din (92) si (106) in locul lui P 1in relatia (94) se obtine,
é4+u3 §4:32 Bi:)1_03 [ﬂ§é3+u3 §3] (107)

relatie liniard in raport cu parametrii & si & . AmplificAnd in ambele parti ale relatiei (107)
cu functiile de test @, (r) 1P, si integrand pe R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport

cu parametrii 8, si &:

F (@) =6,F, (§)+6:F, (P) (108)
unde

F, (@ = IR 01 ar (109)
R

F,, (@ = [I=5 0147 dt + [l—us (1) L& 01 (Ddt (110)
R R

F (P = [1-£,019"7 Dt + [lus (D) L& 0147 (Ddt (1)
R R

in consecinta, parametrii & si & sunt identificabili.

Nivelul 4. Analiza icentificabilitafii parametrilor € , & si
Considerand cunoscuti parametrii 6, :é2 si G, 293 de la Nivelul 3, si substituind relatia
(93) in (94) unde dP este inlocuit cu CADl se obtine,

'{.4:92@1_9\3W6D 53E4' 2
Oy +¢, 46,1,

—uy £, (112)

sau
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(¢4 L&, tuy Df42 _éz Bi)1 £, =05, B%)mﬁ +(§, tuy L, _éz E@l)ms +
(542 (£, +uy E: _éz Eﬁ)1 Jj)m;
relatie liniard In raport cu parametri & , & si &.
Amplificand in ambele parti ale relatiei (113) cu functiile de test @, (z) 1P, si integrand pe
R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport cu parametri & , & si & :

F.(9)=6,F, (§)+6;F, (§)+6,F,, (9) (114)

)

(113)

unde

F, (@) = L& @) I, 1) LB (01 (Dt (115)
R

F, (@ =< 1" (t)dr + Jlus (DL, 1 ()dr + J’[—éﬁ @) D)1 (1) dt
R R R
(116)

F, (9= ﬁé-ffﬁ(r)]ﬂ“ (dt +[lus (0 LF (DI (Ddt + [1-6, (1) [P (1) [F (D1 (e
R R R
(117)

1 N ~
F, (@) = [1—5 & (017 (Ddt + [l—us () L (01 (Dt +[16, (1) 1B, (1) L&, (D1 (Dt
R R R
(118)
in consecinta, parametrii @, € si @ sunt identificabili.
Nivelul 5. Analiza identificabilitatii Iui &,
Considerand cunoscuti parametrii 8, =8,, 8, =8, si 8, =@, de la Nivelul 4, expresia

estimata (332 alui d, este

®,=6,0 {5 Efi, 5 (119)
O +¢,+0, L,
Tnlocuind expresia lui D, cu (119) in relatia (95), se obtine
55 =-u,y [§5+6, Ei)2 U (120)
sau
(55"'”3 |__th+1/£2):(&)2)@4 (121)

relatie liniard in raport cu parametrul &, . Amplificand in ambele parti ale relatiei (121) cu
functiile de test @, (z) 1P, si integrand pe R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport cu
parametrul &, :

F,($) =6,F, () (122)

unde
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F, (@) = 1P 0197 ()ar (123)
R

F, (P =& D17 Ot +[luy () L& OIP? (Dt +[lu, (DIF” (Dt (194
R R R
Deci, parametrul &, este identificabil.

5.4 Analiza identificabilitatii structurale a instalatiei de reducere a materiei
organice din apa uzata prin tratare cu namol activ folosind distributiile (Studiu de caz)

Modelul matematic considerat a fost propus in (Nejjari et al, 1991). El are la baza
urmatoarele ipoteze suplimentare:

sistemul se considera a fi in regim stationar: F,, = F,, = F;

fluxul de recirculare a namolului activ in bioreactor se considera a fi proportional cu fluxul
din proces (F): F, =r F ,unde: r—rata de namol recirculat;

fluxul de eliminare namol excedentar din bioreactor se considera a fi proportional cu fluxul
din proces (F): Fj = B F | unde 8- rata de ndmol excedentar (eliminat);

se considera ca nu exista substrat sau oxigen dizolvat in fluxul de recirculare a namolului
activ in bioreactor;
fluxul la iesirea bioreactorului aerat se considera a fi egal cu suma dintre fluxul de iegire din
bioreactor si fluxul de recirculare a namolului activ in bioreactor.

Aceste ipoteze sunt exemplificate in figura 3. Tindnd cont ca volumul V este constant, in

F
prezentarea modelului s-a preferat marimii flux utilizarea vitezei de dilutie D (D = v ).

Influent | X.DO,S,(+r) D | Efluent
Bioreactor aerat P Bazin de decantare
S, X, DO X
I I
| Namol decantat l
| Namol recirculat | Namol excedentar
I |
I I
‘- |

Figura 3. Reprezentare schematica a instalatiei de reducere a materiei organice
din apa uzata prin tratare cu namol activ

Marimile de intrare ale sistemului sunt viteza de aerare W [m®h'"], viteza de dilutie D [h] si
rata de namol recirculat r. In aceste conditii, modelul procesului considerat este dat de
urmatoarele ecuatii:

ax

" =u(t) X (t)-D(t)(1+7) X (¢) +rD(t) X, (1) (125)
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9 B (g~ Dli) (1411 5[+ D15,

dDO Ko‘u(t)X(t)

=— —D(t)(1+r) DO(t)+aW ( DO, —DO()) + D(t) DO,

dt Y

d)i’ =D@)1+rX@)—D@)(B+r)X, (1)

S(1) DO(1)
K. +S5() K,,+DO(t)

H() = My

Pentru simplificarea notatiilor, se noteaza vectorul variabilelor de stare astfel:

0X 0 0
Og O G O
£=0° 0-020

pog 1.0
0X, O %m

Se grupeaza parametrii procesului intr-un vector:

e=g o, 6 6, 6, 6, 6 6 1

unde:
1
1
65=D0max 96=KS

67 :KDO; 68 :/Jmax;
Relatiile (125)-(129) devin

dd—il =pué, —u,(1+uy)é, +uu,é,
dd_"? = —Hﬁlgﬂ —u,(1+u;)$, +u,S,
dés =g, ﬁgl —u,(1+uy)&, +u,0,(6, — &) +u,DO,,
dt 6,
%‘:uz(u%)& —u,(0, +u)é,
=0 §, &

" 66 +£2 97 +£3
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Nivelul 1 Analiza identificabilitatii parametrului &,

Din relatia (136) se obtine
(1,$,)6, :_54 tu, (L +uy)é —uyusé, (138)

relatie liniard in raport cu parametrul & . Inmultind relatia (138) cu functile de test
¢, (1) LD, siintegrand pe R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport cu parametrul
a:

F,(¢)=6,F, ($) (139)
unde

F, (P =[luy (D) [F, ()1 (Hdr (140)
R

F, =I5 O1P" @dt +[lusy (O +uy () [ O1P” (Dt +
R R

o (141)
[l O W (D &, 0197 (Dt
R

Daca matricea F,, este nesingulard, atunci parametrul & este identificabil.

Nivelul 2 Analiza identificabilitatii parametrului €
Din relatia (133), notand f«(¢)&,(r) =P, (1), se obtine
D, =& +u, (1+uy)é; —usu,é, (142)
Presupunand ca se poate masura derivata lui <&, inlocuind relatia (142) in (134) si tinand

1
contcid 8 =— rezulta:

g
®,6 :_52 —u,(1+u3)é, +u,S,, (143)

relatie liniard in raport cu parametrul & . inmultind relatia (143) cu functiile de test

@, (1) P, siintegrand pe R obtinem un sistem de ecuatji liniare in raport cu parametrul & :

F(9)=6F, (§) (144)
unde
F, (P =[lRDOIF (Ddr (145)
F, =[—& 0@ (1)dr + Jlua (O Huy () L 1P (Hdr +
" " (146)

J'[uz(t) [3,, 147 (t)dt
R

Daca matricea F’,, este nesingulara, atunci parametrul q este identificabil si deci
parametrul & este identificabil.
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Nivelul 3 Analiza identificabilitatii parametrilor &, , & si &
Notand €, =6,6; si presupunand cunoscut parametrul & din etapele anterioare, din
relatia (135) obtinem:
& +u,(1+uy)& —u, DO, =—D,6.&6, —u,&6, +u,6, (147)

relatie liniard in raport cu parametri &, & si &.
Amplificand in ambele parti ale relatiei (147) cu functiile de test @, (z) LJ®, si integrand pe
R se obtine un sistem de ecuatii liniare Tn raport cu parametri &, & si &:

Fv (¢) = 92Fw] (¢) + 93Fw2 (¢) + Hngg (¢) (148)
unde
F, (@ = [lB O F O @O 0)dr (149)
F,, (@ =[l—u, () LGOI (Ddt (150)
F, (P :J-Ul(f)¢0) (r)dr (151)

F (P =[& OGP ()dr + [l (DA +us (1) 1 O1P” (Hdt + Jt—uz(t)DO,-,,]qﬂ‘” ()dt
R R R
(152)

in consecinta, parametri &, & si & sunt identificabili. Deoarece &, =6,6; si &

este identificabil rezultd cd & se obtine foarte usor cu relatia 6; =6. /6, si deci & este
identificabil.

Nivelul 4 Analiza identificabilitafii parametrilor  , 8 si &
Notand &, =6,8, si presupunand ca putem masura derivata lui <&, din relatia
U@, (1) =D, (¢) sirelatia (137) se obtine:

2 &

¢ =%,0 86 = 153

Hg, 1 896+£297+£3 1 (153)
16,45 _

=® 154

"0.0, +0.5, 46,6, +EE, ! (159

—O PS¢ —G DS, +84,85,8 G, P, =P46,48; (155)

Relatia (155) este liniara in raport cu parametrii € , & si &
Amplificand in ambele parti ale relatiei (155) cu functile de test @, (z) P, si integrand pe
R se obtine un sistem de ecuatii liniare in raport cu parametrii € , & si &

Fv (¢) = 96Fw] (¢) + 97Fw2 (¢) + BSFW3 (¢) +667 F‘w4 (¢) (156)
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F, (P =[l— RO EDOIPF” dt (157)
%
F,,(@ =[l-R® &DOIF” (dt (158)
F, (= J’[El(t)é;(t)é;(t)]ﬁo’ (Hdt (159)
F (@ = [~ RO @ (160)
F (P = [lR O FHOEDIF” (D (161)
%

In consecinta, parametrii @, & si & sunt identificabili.

)
2)
3)

4)

5)

6)
7)

8)
9)
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